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内 容 简介 


本 书 是 “世界 数学 名 题 欣 赏 从 书 ” 之 一 。 
置换 多 项 式 就 是 可 表达 完全 剩余 系 的 多 项 式 。 
完全 剩余 系 问 题 是 1801 年 由 数学 家 高 斯 在 他 的 
著作 《算术 探讨 》 中 首先 提出 的 ， 这 一 问题 在 数 
论 研究 中 占有 非常 重要 的 地 位 。 而 置换 多 项 式 
问题 又 在 完全 剩余 系 研究 中 占有 重要 地 位 。 本 
书 系统 地 介绍 了 置换 多 项 式 的 产生 、 发 展 和 理 
论 ， 并 且 着 重 介绍 了 它 在 现代 科学 中 的 广泛 应 
用 。 论 述 深 入 浅 出 ,简明 生动 ， 读 后 有 益 于 提高 
数学 修养 ， 开 镁 知识 视野 。 


Summary 

This book is one of A Series of 
World Famous Mathematics-Appreciation. 
Permutation polynomial is the polyno- 
mial that can express complete residue 
classes. The problem of complete residue 
classes was first put forward by mathe- 
matician Gauss in his work «Disguisition 
‚ Arithematicae) in 1801; This problem 
occuries an important place in the ma- 
thematic research » However, the problem 
of permutation holds an important place 
in the research of complete residue 
classes, The book systematically introduces 
the birth, development and theory of 
permutation polynomials, and mainly 
introduces its wide application in modern 
science. Its exposition explains the pro- 
found in simple terms with -concise and 
vivid language. After reading it, we can 
raise our understanding of mathema- 
tics, and widen our knowledge field of 


vision. 


什么 是 置换 多 项 式 ? 简单 地 讲 ， 置 换 多 项 式 
就 是 表 完 全 剩余 系 的 多 项 式 。 历 史上 ， 完 全 剩余 
系 起 源 于 数学 王子 高 斯 的 工作 ， 早 在 1801 年 ， 在 
他 的 名 著 《算术 探讨 》 中 就 有 对 完全 剩余 系 的 系 
统 研 究 。 Bo 

HARLESMRA LI UmR- A E% 
数 ， 我 们 知道 任何 一 个 整数 用 到 去 除 后 其 余数 均 
在 {0,1,…,m 一 1) 中。 车 有 人 h 个 整数 ， 其 余数 正 
好 互 不 相同 《因此 取 {0,1,…,m 一 1}》 中 的 每 个 数 
正好 一 次 ) ， 则 蒜 这 mm 个 数组 成 的 集合 为 模 摧 的 
一 个 完全 剩余 条。 又 设 4，b 是 任意 整数 ，(asm) 
SL, FR 通过 模 玛 的 一 个 宛 全 剩余 系 ， 则 ax+ 
5 也 通过 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ， 这 是 数论 中 一 
个 熟知 的 性 质 。 注 意 ，ax+ 了 是 一 次 整 系数 乡 项 
式 。 寺 是 自然 要 间 : 车 f(x) 是 一 个 2KRARS 
项 式 ， 那 么 当 x 通过 模 所 的 一 个 完全 剩余 系 时 ， 
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f(x) 是 否 PA m 一 个 完全 剩余 系 ? 落 结论 
十 肯定 的 ， 则 称 f(X) 是 模 mm 的 一 个 置换 多 项 式 。 
12634, KSAT ARP (PX 
KH) 的 置换 多 项 式 的 研究 ， 得 出 了 判别 置换 多 项 
式 的 准则 。1866 年 和 1870 年 ， 赛 利 特 和 约 当 分 别 
作 了 进一步 的 工作 ,之 后 , 迪克 逊 于 1896 年 一 1897 
年 将 置换 多 项 式 的 概念 推广 到 任意 有 限 域 上 上 ， 对 
置换 多 项 式 作 了 深入 和 系统 的 探讨 ， 这 些 工作 的 
一 个 概述 可 以 在 他 1901 年 的 著作 《线性 群 》 中 找 
到 。1923 年 ， 迪 克 示 在 他 的 名 著 《 数 论 史 》 第 三 
卷 中 总 结 了 1922 年 以 前 有 关 置 换 多 项 式 的 结果 
这 一 时 期 的 蒜 本 工作 均 是 由 迪克 示 本 人 完成 的 。 
本 世纪 五 十 年 代 以 来 ， 卡 里 兹 及 其 学 生 ， 还 
有 其 他 一 些 数学 家 对 置换 多 项 式 又 开始 了 新 的 研 
究 。 一 些 深 入 的 工具 ， 如 黎 曼 曲面 的 理论 ， 代 数 
数论 ,算术 代数 几何 等 相继 用 到 置换 多 项 式 上 ,得 
出 了 许多 深刻 的 结果 。 模 卫 的 单 变 元 置换 多 项 式 
也 开始 被 推广 到 剩余 类 环 以 至 一 般 环 的 多 变 元 置 
换 多 项 式 上 ， 这 些 工 作 大 大 丰富 了 置换 多 项 式 的 
内 容 ， 给 该 领域 以 极 大 的 推动 和 发 展 。1973 年 ， 
劳 斯 基 和 和 诺 鲍 尔 在 其 专著 《多 项 式 代数 》 中 收入 
了 一 百 余 篇 关于 置换 多 项 式 的 论文 。 到 1983 年 ， 
从 利 德尔 各 利 德 奈 特 的 百科 全 书 式 的 著作 《有 有限 
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域 》 一 书 中 可 以 看 出 ， 研 究 置 换 多 项 式 的 论文 已 
多 达 四 百 余 篇 ! 可 见 ， 近 年 来 ， 置 换 多 项 式 发 展 
相当 迅速 。 

引起 置换 多 项 式 迅 速 发 展 的 一 个 原因 是 置换 
多 项 式 已 逐渐 在 数论 ， 组 合 论 ， 群 论 ， 非 结合 代 
数 ， 密 码 系统 等 领域 中 得 到 应 用 。 作 为 一 个 有 趣 
的 例子 ， 我 们 在 第 二 章 中 将 给 出 置换 多 项 式 对 公 
开 密 铀 码 的 一 个 应 用 。 

应 当 指 出 ， 对 置换 多 项 式 的 研究 虽 有 一 百 余 
年 的 历史 ， 该 领域 内 荔 有 大 量 的 工作 可 做 ， 还 有 
许多 问题 没有 得 到 解决 ， 对 于 一 般 环 上 的 置换 多 
项 式 更 是 如 此 。 

鉴于 上 述 情况 及 国内 目前 尚 无 介绍 这 方面 工 
作 的 读物 ， 我 们 特 将 有 关 和 置换 多 项 式 的 基本 内 容 
及 进展 情况 整理 成 贡 ， 用 尽量 简单 的 形式 介绍 给 
我 国 读者 ， 以 促进 国内 在 这 方面 的 研究 。 在 材料 
的 选取 上 ， 我 们 仅 限 于 模 友 的 置换 多 项 式 和 有 限 
域 F, 上 的 置换 多 项 式 ， 因 为 这 两 种 情形 都 是 最 简 
单 和 基本 的 ,都 有 比较 丰富 和 完善 的 结果 ,而 且 得 
到 了 获 广 泛 的 应 用 。 所 以 这 种 选取 并 不 影响 对 置 
换 多 项 式 这 个 课题 的 了 解 。 对 于 一 般 的 抽象 还 上 
的 置换 多 项 式 及 多 变 元 置换 多 项 式 ， 读 者 可 参考 
文献 [24] 和 C27])， 后 者 附 有 非常 完备 的 参考 文 
献 。 


男 外 ， 对 不 大 复杂 的 定理 ， 我 们 都 尽量 给 
其 证 明 , 这 样 , 通 过 本 书 读者 不 仅 能 够 了 和 解 到 置换 
多 项 式 的 一 个 概 狐 ， 而 且 能 学 到 一 些 基本 的 解决 
问题 的 方法 。 我 们 在 书 中 还 提出 了 一 此 有待 解 决 
的 问题 ， 以 供 有 志 于 在 这 方面 进行 研究 的 读者 参 
考 。 在 附录 中 ， 我 们 还 不 加 证 明 地 介绍 了 用 到 的 
一 些 预备 知识 ， 因 此 ， 读 者 只 要 具备 代数 的 基础 
知识 ， 就 能 读 蓝本 书 的 绝 大 部 分 内 容 。 

最 后 ， 由 于 这 本 小 册子 首次 将 有 关 置 换 多 项 
式 的 基本 内 容 整理 成 册 ， 限 于 作者 的 水 平 ， 错 误 
和 不 受 之 处 在 所 难免 ， 敬 请 读者 址 评 指 正 。 


o E 者 
19864 9 月 于 成 都 “ 
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一 ”剩余 类 环 的 置换 多 项 式 


为 简单 起 见 ， 本 章 只 讨论 剩余 类 整数 环 
Z/(m) 的 置换 多 项 式 。 对 一 般 有 单位 元 的 交换 
环 , 如 剩余 类 代数 整数 环 , 我 们 将 不 予 考虑 。 值 得 
指出 的 是 ， 本 章 中 的 许多 结果 都 可 推广 到 有 限 域 
上 去 ， 这 些 将 在 第 三 章 中 加 以 介绍 。 


1。 从 完全 剩余 系 谈 起 


ma TEEN, Man TR 
HER RE ORNS, PR Bm AY — PSE 
全 剩余 系 , 例 如 {10，1 ,…,m 一 1} 组 成 模 m 的 一 
TREMFRR, {M4+1, m+2, -, 2m} WAR 
MMH —-ThECLARR. HEABRRBEREOP— 
个 重要 的 基本 概念 ， 在 高 斯 的 名 著 《 算 术 探 讨 》 
中 就 有 系统 研究 。 

我 们 所 关心 的 问题 是 完全 剩余 系 的 构造 ， 这 
就 导致 对 置换 多 项 式 的 研究 。 完 全 剩余 系 的 最 简 
单 构 造 是 {6, a+b, 2a+b, +, (m-1)at+b}, 
这 里 4 是 与 包 互 素 的 一 个 整数 。 这 个 完全 剩余 系 
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A I ERA RHEE Raw + ee 
XR 0,1,-°, m-1 fim 的 一 个 完全 玫 
余 系 〉 时， 好 了 是 所 机 到 的 s AN F 
系 。 一 般 ， 自 然 要 问 哪 些 整 系数 多 项 式 能 够 代表 
模 m 的 完全 剩余 系 ? 这 便 是 本 书 的 主题 。 

顺便 指出 ， 在 大 多 数 情形 讨论 整 系数 多 项 式 
代表 完全 剩余 系 的 问题 就 足够 了 。 事实 上 ， ap 
REN, Rm B—TRBM, Mm Aa 
剩余 系 ， 甚 至 Z/(m) 到 Z/ (m) steam 
某 一 整 系数 多 项 式 表 出 。 

定义 ” 设 1(x) 是 一 整 系数 多 项 式 。 如 果 当 x 
过 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 时 ，f(x) 也 过 模 六 的 一 
个 完全 剩余 系 ， 则 称 f (x) 是 模 的 置换 多 项 式 ， 
因为 ， 此 时 f(x) 正好 导出 {0,1,…， m-1} 的 
一 个 置换 。 | 

从 f(x+m) 三 f(x) (mod m)l, f(x) BR m 
By RS RAY FSO), 1O), f(m-1)} 
是 模 % 的 一 个 完全 剩余 系 。 

因为 模 m 的 m 个 剩余 类 作成 一 个 环 ， 记 为 剩 
余 类 整数 环 Z/ m), ， 模 m 的 置换 多 项 式 也 可 称 为 
环 Z/ (m) 的 置换 多 项 式 。 

定理 1.1 Ko), g(x) 是 模 m 的 两 个 置换 
FIR 2 |m, 则 F(x) +89 不 是 模 m 的 置换 
多 项 式 。 


这 个 定理 可 从 下 述 关于 完全 剩余 系 的 引 理 直 
接 得 到 。 

引 理 1.2 022 2 |m, {ary vey Ants (Di, 
…，ban) 是 模 普 的 两 个 完全 剩余 系 ， 则 {a +b, 
…，un+Dbn)} 不 是 模 六 的 一 个 完全 剩余 系 。 

证 由 假设 


Vaas yi a D = (mod m) 
71 j=l 
ne 7 , +] _ m 
j=l j=l 
两 式 相 加 得 


> a; +b) =F + (mod m) (1.D) 


j=1 


HAM., Mitarb, , Ant bad FER m 的 
一 个 完全 剩余 系 ， 则 
m(m+1)_ m 


HG prods = = = = z 


t 


(mod m) (1.2) 
这 与 (1.1) AS Pa uth {ai + by, .... Qn 十 bm} 不 
是 模 m -TREH FR. O 
注 ” 当 了 为 奇 时 ,定理 1*1 一 般 不 成 立 , 例 如 取 f (x) =x,g(x) 


=2X,m =5， 则 (xX),gCx) 是 模 5 的 图 换 多 项 式 , 而 1 (Xx) + g(xX) = 
3xX 也 是 模 5 的 置换 多 项 式 ， 


与 引 理 1.2 有 关 的 一 个 概念 是 m HE 
MR. la "an El 1 2… 4m--1)) 的 一 个 
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Ti He, 如 果 lao 0, qi 一 1， 0 一 2， pana — (mM 
-])}) 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ， 则 称 置 换 
(ar 是 一 个 本 元 全 差 置 换 。 以 Nm) 表 
示 玉 元 全 差 置换 的 个 数 ， 则 引 理 12 说 明 当 2 |m 
RT, No(m)=0, 4m aA, tem=2k +1, 
令 置 换 g = (2k 2k-i … k+1 k k- 1 

1 0), WIN Wi2k, 2k-2,2k-4,---, 
2，0, 一 2,…， 一 2k} 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 知 
No (2k +1) >0. BI, No (m) 二 0 的 充 要 条 件 是 六 
Ay et Be M1, Nm) 的 值 已 经 算出 ,例如 
No(13) = 1030367, No(15) = 36362925, NLA), 

1968 年 ， 乔 拉 和 查 和 森 豪 斯 [133 提 出 了 下 述 两 
个 猜想 。 

BEI 设 f 是 一 次 数 大 于 1 的 整 系数 多 项 
” 式 ， 了 是 一 充分 大 的 素数 。 阁 f 是 模 P 了 的 置换 多 
项 式 ， 则 对 所 有 ca 关 0(mod P), f(x) + ax 均 不 是 
模 了 的 置换 多 项 式 。 

BEI wh 是 次 数 大 于 1 的 整 系数 多 项 
式 ， 了 了 是 充分 大 的 素数 。 和 若 f 不 是 模 P 了 的 置换 多 
项 式 ， 则 存在 整数 c ， 使 得 多 项 式 fix) +c 是 模 
DATARS. 

这 两 个 猜想 至 今 未 被 解决 。 

引 理 1.3 设 nn 是 m 的 一 个 正 因子 , 阁 f(x) 是 
模 的 置换 多 项 式 ， 则 fx) 也 是 模 n 的 置换 多 项 


式 。 | 

证 着 fx) 不 是 模 2 的 置换 多 项 式 ， 则 汝 x 
过 模 na 的 完全 剩余 系 时 ,fx) 不 过 模 的 一 个 完全 
剩余 系 , 因 此 有 一 整数 & ， 使 得 fx) =a(mod n) 
无 解 。 这 样 ， f(x) =a (mod m) 也 无 解 ， 从 而 
jx) RAR WERE, FE. D 

对 于 两 个 置换 多 MFR, MEA LEA 

定理 1.4 设 > 2, fo, g(x) Mm 
两 个 置换 多 项 式 ， 则 乘 视 f(x) .g(x) 不 是 模 m 的 

证 用 友 证 法 。 设 FOOD g(x) 是 模 m 的 一 个 
置换 多 项 式 ， 则 fx g =0 (mod m) RF 一 
个 解 , 因 f 三 0(modm),g 三 0(mod m) &A—#, 
这 两 个 解 必须 是 相同 的 ,经 变换 x 一 >x+0 后 ,我 
们 可 不 妨 设 1(0) 三 g(0) =0(mod m)。 现 分 两 种 
情况 ， 

Ci) 设 有 一 奇 素数 了 jm 。 由 引 理 1.3 知 
II, EI, IM 58(x) 均 是 模 了 的 置换 多 项 式 ， 
ber 是 模 P 的 一 个 原 根 ， 因 f(0) =g(0) =0(mod 
p)， 故 存在 整数 {ai,as，:……，as-1)}，{b1,，b;， 
oy Dons) 均 作成 模 (p -31) 的 完全 剩余 系 ， 满 足 

JG) =r", gG) sri (mod P) 
对 1si<cp-1B Rw. Aw 
Jg) =r" i*i (mod PD (A< i <p-W 
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JAF (0) +g (0) =0 (mod P) ef (x) g(x) 是 模 P 的 置 
Pi ZS OFA {ait diy e, ap- + By ay) 必须 是 借 
P-D 的 一 个 完全 剩余 系 。 这 与 引 理 1.2 矛 盾 . 
(ii) 4|m. EEF fo), g(x), f(x) eg 均 
是 模 4 的 置换 多 项 式 。 直接 验证 知 模 4 的 两 个 完 
全 剩余 系 的 对 应 积 不 再 是 模 4 的 完全 剩余 系 。 因 
th, Id Em 不 是 模 4 的 置换 多 项 式 。 口 
E 19484, FMEA TED ZHAR: Emm 2008 


个 完全 剩余 系 的 积 不 是 漠 mm 的 完全 剩余 系 。 另 外， 定理 14 还 可 
推广 到 特征 为 奇 的 有 限 域 上 去 ， 见 第 三 齐 。 


定理 1.5 (i) 设 m= 末 p: 是 m 的 标准 


pal 


分 解 式 ， 则 f(x) AR m 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 
f(x) 是 模 pi(i= 1，.…，K) 的 置换 多 项 式 。 
(ii) 设 了 是 一 素数 ，k 是 大 于 1 的 整数 
NO 是 模 P 的 置换 多 项 式 当 且 仪 当 f (x) AMD 
的 置换 多 项 式 , 且 导 数 f7 (x) =0(mod D) E i. 
证 (i) EITO 是 模 m 的 置换 多 项 式 ， 则 
由 引 理 1，3 立 得 f (x) 是 模 pii(i= 1，…，k) 的 置 
AR. RRK, FO) 是 模 pi" i(i= 1，…，K) 
HE 换 多 项 式 ， 如 果 1(x) 不 是 模 严 的 置换 多 项 
式 ， 则 存在 整数 m #a,(mod m) fe f(a.) =f) 
(mod m). Harta (mod m),P::(i=1,--,k) 
WY A, A —p, aa (mod Di i), W fla 
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=f a.) (mod pi*!), Ak Hemp CME 
多 项 式 ， 与 假设 矛盾 .。 
(ii) 如 果 #(x) 三 0(mod P) A BHI) 是 
模 P 的 置换 多 项 式 , 我 们 证 明 对 每 一 整数 4， 辐 余 
A f(x) =a(mod P) 至 多 有 一 个 解 。 我 们 先 证 
k= 2 的 情形 ， 若 此 时 有 两 个 解 x,，x; 满足 Xi 去 
x: (mod p’), Hf) 三 f(x,) (mod P ) Fil f (x) BE 
p 的 置换 多 项 式 知 Xi 三 Xx; (mod P). #x,=x,+ pt, 
则 f(x) = f(x, + pt) =f (x) + ptf’ (x2) modp’), 
收 有 0 三 fx — fe.) = (xi x.) f’ (x) (mod p?). 
HF (x) AU (mod p) Ax, =x (mod P?) ,与 所 设 
Aa. ENS (x) =a(mod pP) 至 多 有 一 个 解 。 类 似 可 
WE, f[d=almod p) 至 多 有 一 个 解 。 因 f(x) Be 
pt 个 值 (对 应 于 x 取 0，1，…，8 一 1)， 故 对 
4§—a, f(x)==a(mod p) RA — HR, xe WH HE A 
f(x) 是 模 广 的 置换 多 项 式 。 . 
反 过 来 ， 车 f' (x) 二 0(mod PA — HE xo, W 
f(xot+ pi) =f (xo) + pif’ (xo) (modP?) =f (x) (mod 
P), FBS (x) =F (xo) (mod p) 至 少 有 了 个 解 x= 
Xot+ pili=0, 1, =, p-1), AMIO PEMD 
的 置换 多 项 式 ， 当 然 更 不 是 模 p" 的 置换 多 项 式 ， 
[= 
ELARIO BES (x) =0 (mod m) È fe, 
则 称 f(x) 是 模 mw 的 正则 多 项 式 。 定理 1. 5 将 模 m 
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的 置换 多 项 式 归结 为 模 了 的 正则 置换 多 项 式 。 因 
此 在 以 下 几 节 中 将 重点 讨论 模 了 的 置换 多 项 式 。 
因 剩 余 类 环 Z/(p) CIDA) 是 了 个 元 的 有 限 
域 ， 我 们 以 后 常 称 模 P 的 置换 多 项 式 是 有 限 域 
F, 的 置换 多 项 式 ， 且 辣 余 式 的 语言 用 域 中 的 等 
式 运算 来 代替 。 


2。 置 换 多 项 式 的 判别 与 构造 


BRE 项 式 有 下 述 几 个 等 价 的 定义 。 

引 理 1.6 BIEF, Cx), WRF, HERE 
项 式 当 且 仅 当 以 下 条 件 之 一 成 立 ， 

G) 函数 fchF> flo) 是 F, 到 F, 的 单 射 。 

Gi) 函数 f:c 一 > fo 是 F ,到 F, 的 满 射 。 

(iii) 对 任何 aEF,，j(x) = a 在 F, 中 有 解 。 

(iv) 对 任何 aEF,，，f(x) =a 在 F, 中 有 唯一 
解 。 

iE G)— (ii), AF, REAR CP 
个 元 ) » BRI ALT. 

(ii) -一 > (iii) 《〈iii 是 (ii) 的 另 一 种 说 法 。 

(iii) —> (iv) 因 F; 只 有 有 限 个 元 ，f (x) 必 
须 是 F ENF AAA, Be Civ) MW, 

Gv > O) GAG 的 直 得 推论 。 

《iv) 和 置换 多 项 式 的 定义 等 价 。 
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A RRF, A SG Oe ATA I 中 
We Dish ze th. FAI, AOC) E F, WIE 
— PK BY, 令 


g(x) = 2 d(c) 1— Rey) (1.3) 
E € b 


直接 验证 知 g(b) =6(b 对 所 有 OCF, ky, H 
g(x) 的 次 数 二 了 PP。 因 此 g(x) BP HF p CHD PUR 小 
于 了 的 多 项 式 表 出 ， 
RIM) EF,[x2， 由 欧 儿 里 得 算法 知 ， 存 在 
F,[Cxj] 中 次 数 小 于 了 的 多 项 式 g (x) 使 得 
f(x) ==g(x) (mod (x? - x)) 
因 x* -xE F, LTE RAH, Bel) = f(c) 对 所 有 
CEF, MI. IM, FRE ERR (x) 经 模 
(x? 一 xX) 后 均 可 化 为 一 次 数 小 于 了 的 多 项 式 g (x), 
g(c) =f(c) 对 所 有 cEF, 均 成 立 。g (Xx) 称 为 1(x) 模 
Cx? 一) 的 简化 多 项 式 ，g Cx) 的 次 数 deg gx) ) 称 
为 了 (x) 的 简化 次 数 。 
引 理 1.7 Bf, AEF, fx), WO = filo 
Xf PACE F, Weir Hf (x) Sf, (x) (mod (x? 
-x)), 
证 ”由 欧 几 里 得 算法 ， 存 在 次 数 小 于 了 的 多 
项 式 r (x) 满足 | 
f(x) — fi =r C x) (mod (x? — x)) 
因为 fc) = fil), c -c= 0 对 所 有 CCF, 成 立 ， 
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故 r(c) = 0。 对 所 有 cEF5 成 立 。 从 r (x) 的 次 数 小 
FOR, r(x) HBL WR, H f(x) =f, (x) (mod 
(x? -x))。 上 述 证 明 反 过 来 也 成 立 。 口 ] 

引 理 7.1 说 明 简 化 多 项 式 是 被 唯一 确定 的 ， 
简化 次 数 因 而 也 被 唯一 确定 。 | 

定理 1.8 HECKF,CO, Ws 是 F, HERS 
项 式 当 且 仅 当下 面 两 个 条 件 成 立 。 | 

(i) f FEF, PRATER. 

(ii) 对 每 一 整数 t，1 志 t Sp-2, f(x)! Hi 
(x? — x) 的 简化 次 数 不 超 过 p 一 2。 

这 个 定理 是 关于 置换 多 项 式 的 最 早 的 结果 。 
它 是 由 厄 米 特 在 1863 年 证 明 的 。1896 年 ， 迪 克 逊 
将 该 定理 推广 到 有 上限 域 上 。1970 年 ， 格 温 伯 格 给 
出 了 一 个 新 证 明 。1978 年 rc ， 卡 里 效 和 路 效 
又 给 出 了 一 个 新 证 明 。 在 第 三 章 ， 我 们 将 给 出 另 
一 个 证 明 。 | | 

注 1891, DEREK 定理 1*8 中 的 条 件 1 <Tt<P-2 
改进 为 1 委 上 二 -了 >- 工 。 但 此 结果 不 能 推广 到 一 般 的 有 限 域 上 


2 
E. 
定理 1.8 的 另 一 种 形式 为 
定理 1.9 ” 设 1EF,[x]， 则 f 是 F， 的 置换 多 
项 式 当 且 仅 当下 面 两 个 条 件 成 立 。 
(i) fo 的 简化 次 数 是 p- 1. | 
Gi) FI AS t<p-2) 的 简化 次 数 不 超 


13: 


wip- 2). 

“上 述 两 个 定理 的 证 明 可 在 第 三 三 章 中 找到 ， 在 
那里 ， 结 果 还 要 广泛 些 。 

EHL, EML .9 有 时 可 用 来 判别 F, > 中 
的 多 项 式 是 不 是 FF, 的 置 换 多 项 式 ， 故 定理 1:8 
(或 定理 1.9) AH MARA ERAS Al BE QE 
则 》〉》。 下 面 我 们 举 两 个 例子 来 说 明 厄 米 特 准 则 在 
判别 置换 多 项 式 时 的 应 用 ， 

定理 1.10 设 r 是 正 整 数 ，(r,，p 一 1)=1， 
so- 了 的 一 个 正 因 子 。 再 设 g(x) EF, 
满足 glx') 在 F, 中 无 非 零 根 。 则 多 项 式 


2=1 


IX) =x" (g(x')) 


EF NERA WR, 

WE RIHEHLSKERTER,. SIEG) 
显然 是 满足 的 。 DEAD, Rtez, 1<t<p 
一 2。 
先 设 S ; t. 此 时 f(x)' 的 展开 式 中 x 的 方 寨 
为 形 如 rt+ ms 的 整数 ,其 中 m 是非 负 整 数 , 因 s+ 
t, Wstrt+ms, Mit (p-Dfrt+ms, FH 
f(x) ' 模 (x? — x) TRE RB (p-2) (这 是 
HA Cp ~ ES Pee BE (x? — x) 后 不 能 
是 x 1! 这 一 项 ) 。 

mee ks; k 是 正 整数 。 此 时 


f(x)' =x t (g(x )) TD 
Shix)=x'', WHO '=h(lc) 对 所 有 cEF，, 成 
立 ， 因 为 c= 0h, glc) 0. E 由 引 理 1.7 得 

f(x) '=h(x) = x"! (mod (x? — x)) 

而 (D- Dirt, BI 的 简化 次 数 不 超过 p- 2 。 
综 上 ， 应 用 定理 1.8 即 得 。 口 | 
定理 1.11 RA<k <p. ME 
MD p-1>k-Dk-1, p-1), 

或 | 

(ii) p-1>k((k-1, p-1)- 1 >0, 

成 立 ， 则 f(x) = x*+ax(a 志 0) 不 是 F, 的 置换 多 项 

式 ， 
定理 1.11 可 借助 于 定理 1.8 来 证 明 ， 见 C7。 

一 般 ， 可 用 深入 的 兰 一 魏 依 定理 来 证 明 f (x) = xi 

+ ax (a0) FEp>0(k*) i, KEF, 的 置换 多 项 

R. 这 个 结果 可 推广 到 任意 有 限 域 上 去 。 而 定理 

1。11 是 否 可 推广 到 任意 有 限 域 上 去 ， 仍 值得 研 

究 。 


3。 ”迪克 逊 多 项 式 
本 节 中 ， 我 们 介绍 一 类 很 重要 的 置换 多 项 


A MEALHA. 
设 ERR, Xi x: 为 变 元 ， 由 附录 中 的 
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华 林 公 式 得 恒等式 


[一 一] k k-j 
sitas > k-j ah j Jex! 


(xx) (1.4) 


Bi (X, a) Se k-j ( “7 ) 


(~—a) 1X i (1.5) 
ELARRE OY ERER b 的 整数 部 分 。 
gi:(X，Q) 称 为 迪克 人 逮 多 项 式 。 它 和 分 析 中 的 第 一 
类 切 比 雪夫 多 项 式 有 和 密切 联系 ， 因 此 在 有 些 文献 
中 又 称 为 切 比 雪夫 多 项 式 。 


在 (1.4) PS xi = Y, X= 


得 


a a k 
+ a) = ‘+( ) 
ge (Y y 9 ) Yy y 


(1.6) 
特别 ， 当 a= 0 时 有 
gi (X, = x (1.7) 
x* 是 F, 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 xt ex) Gi. € 


Fy), BD (a) +1. 由 附录 知 x" = 1 在 F, 中 的 


解数 为 (kK，p 一 1)。 因 此 gi (x，0) =x EF, HE 
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换 多 项 式 当 且 仅 当 (k，zp- 1) = 1。 

Mas Oh, A PIB | 

定理 1.12 Beax0, aer,. WHEEL 
RK, ORF, 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 (Kk， 
P-D=1 8%, QÈ F, 的 正则 置换 多 项 式 当 
ELAR (k, p(p?-1)) =1. 

iE ick, P-D=1. #80, cCF, 使 得 
eg. b, a) = gi (c, a), RNR Hb = c. HEF, WE 
一 个 二 次 扩 域 中 取 一 非 零 元 8 使 p+ ep- =b, FF] 
样 又 在 F, 的 另 一 个 二 次 扩 域 中 取 一 非 零 元 7 使 
+ays1 =e, 因 Fs 的 所 有 二 次 扩 域 都 是 同 构 的 ， 
8 和 ?都 可 在 F ,的 同一 个 二 次 扩 域 F,: 中 选取 。 
由 (1.6) 有 


gi (bs a) = pt +( 3 ) 


=y +( ) = gi (C, a) 


因此 (B* -y*) (Biy*-a') =0, HEAL =y R 
B* = (ayp*?)* A (k, p?-1D=1,MRAB=a\Y, WK 
Bay. 无 论 在 什么 RAF, MA b=c. B 
3%, ORF, HERA WAX. 

再 设 (k, p?-1)=d>1. Ha2ld, Walk, 
217 LEN gi (Xx,a) RE x RUE, BI 
此 对 所 有 cEF3 有 gi (c,a) =g,(-c,a), Tick 
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-c ig, 1,0) REF, WRG A. Piha, ill 
Ad WHAT rorjkor| p—-1) Hr) (pt+l. > 
两 种 情况 . 当 r | (P~D 时 ,方程 x7 = TYE Fy PA 7 个 
解 ,因此 存在 b EF* ，b7 =1,b1,0. Feb‘ =1, 
EH (1.6) 得 

g.(bt+ab +, a)=1+a*=g, (+a, a) 
Wb-1, a, Bbtab-'*1lt+a, KHK, OF 
不 是 WERE Ht. 4rlQp+ Di, Kr 
F TKI AAP 2 HB — ar’ =a. Ax = 1 
在 F pAr 个 解 ， 于 是 存在 BEF,， ，p' = 1， 
B 志 1，ay™ 。 这 样 就 有 PB**+*=1, B=1 且 
| gı (Y tap™*,a) = g, (By+a(By)~',a) 
因为 , F; 中 xx 的 所 有 零点 组 成 F,， 故 有 ?+ ayo? 
=y+yv?CF,, Byt+a(Bp)”’ = By + (By)? CF,, 
B= 1, av’, RTE Hy + ay By + Br), 
因此 gi (x, AREF, MK BRS WR, 

下 面 证 明定 理 的 第 二 部 分 ,从 (1.6) 得 


) 
) 


(1.8) 


gı(xta/x, a) = xt + ( 


对 x 求 导 得 


gi (x 
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到 此 有 
x) -a 
xti (x? — a) 


a 
gi (x+, a) = 


k k —=1 a 
= rei Sot (x?) a! 
j= 0 
k 


= yest h(x) , h(x) EZCxI (1.9) 


如 果 g; (x，Q) 是 F, 的 正则 置换 多 项 式 ， 则 育 
gi (x QEF, PAAR. MALE, ptk, & 
fe BE YS PRE (k, p(p?-D)=1. 

Ritk, Ktk,p(p’-1)=1, BGASEF,, 
lig, (s, a2) = 0， 在 F，, 的 某 二 次 扩 域 中 取 一 元 & 二 


l =s, RA 0.9 得 h(u) = 0。 于 是 


Hut 
0 使 凤 


有 
(u? —a)h lu) = (u2)*~ak =0 
Mk, Pp 一 1) = 1 得 w* =a， 因 此 有 


k=) k= 
hu) = 31 (u?) E yaa 


pro 1 一 0 
=ka'-'=0 | 
Dark, FE. Ke, VER, 的 正则 置换 多 
定理 全 部 证 完 。 
定理 1.12 本 质 上 是 由 迪克 逊 在 1897 年 证 明 
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的 。1968 年 ， 诺 鲍 尔 给 出 了 一 个 完全 的 证 明 。 
1971 年 ， 威 廉 斯 用 男 一 种 方法 证 明了 定理 1.12 的 


充分 性 部 分 。 
由 于 在 公开 密 钥 码 中 的 应 用 ， 下 面 我 们 来 讨 
论 册 迪克 逊 多 项 式 作成 的 群 。 


定义 WSO), gx) EF Cx) 中 的 两 个 多 项 
式 ， 称 多 项 式 f (g(x)) 为 f 与 8 的 合成 。 
从 置换 多 项 式 的 定义 看 出 ， 两 个 置换 多 项 式 
的 合成 仍然 是 一 置换 多 项 式 。 由 于 合成 运算 还 满 
足 结 合 律 ， 因 此 ，F, 的 所 有 置换 多 项 式 人 在 合成 运 
算 下 作 一 群 。 这 个 群 的 进一步 研究 将 在 第 三 章 中 
给 出 。 对 于 迪克 了 进 多 项 式 ， 它 们 是 否 能 作成 一 个 
TEN? 
P(0) = {gi (x, DIkEZ’Y,(k, p-1) 
= 1} 
P(a) = {gi (x) IkCZ*, 
(k, p-1)=1} 
上 式 中 表示 由 全 体 正 整 数组 成 的 集 合 ，4 是 
F 中 的 非 零 元 。 P(0)，P (a) 均 是 由 置换 多 项 式 
组 成 的 集合 。 
定理 1.13 P(o) 在 多 项 式 的 合成 运算 下 是 封 
Mi 4B iZ4a=0, +1， 且 此 时 还 有 关系 
gin(X，Q) = gi (gn(X，4),Q), 因 此 PC(Q) 是 由 F ,的 
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ERS AAR TIER CURD. 
证 KacF,, k, meZ*, iy 


a 
gi (gn y+ y a) sa") 


n a” r 
=g; (y” + y” » a”) 


=y” 4 


a 
=gin(y+ y 9 a) 


rH (1.6) 得 | 
gin(X, A) = Br (En (X a), a”) (1.10 
如 果 P (aq) 在 合成 运算 下 是 封闭 的 , 则 有 gi (gm (x, 
a) ,a) 在 Pla) 中 ,比较 x 的 次 数 得 
Bi (En (X,. A) Q) = Bem (X, a). 
再 由 (1.10) 4 
Er (Bn (X, aA) a) = gi (gn (X, a), a”) 
Ken (x OPERA, MLA 
gt (X, a") =g, (x, a) 
MkO> IT, Hegi HIRA 
a" =a 
in a*+0, Eiga, VEP(a), Mm, p?-1) = 
1, Ma" = a 得 c= +1. 
RAR, Ha=-0, + 上 1， 由 上 述 过 程 直接 验 
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证 知 P(o) 在 合成 运算 下 是 封闭 的 。 口 
上 述 定 理 表明 ， 当 a = 0， 土 1 时 ，P(a) 作成 
一 交换 群 。 


4。 置 换 谱 


设 1(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 。 前 面 考虑 了 对 
给 定 的 整数 m (特别 是 素数 了 )，f(x) 是 不 是 模 m 
的 置换 多 式 项 ,这 是 一 个 局 部 性 的 问题 ,本 节 考 嵌 
一 个 涉及 整体 性 的 问题 ， 即 在 所 有 的 整数 中 ， 
f(x) 能 是 哪些 整数 模 m 的 置换 多 项 式 ， 即 决定 下 
列 集合 
M(f)={m|mez*, f 是 模 m 的 置换 多 项 
式 ) 
MO) 称 为 多 项 式 f 的 置换 谱 ， 它 是 由 庄 鲍 尔 于 
1965 年 首先 提出 并 加 以 研究 的 ， 见 536]。 
定理 1*5 说 明和 集合 MO) 可 以 归结 为 下 列 两 个 
由 素数 组 成 的 集合 。 
S(f) ={pl 5 是 素数 ， 了 是 模 p 的 正则 置换 多 
项 式 } | 
Ti) = {pjp 是 素数 ，f 是 模 P 的 置换 多 项 
式 ， 但 非 正 则 的 } 
由 定理 1. 5， 集 合 MOQ) 可 直下 面 的 定理 给 出 ， 
定理 1.14 置换 谱 
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M(f) = {pied gigs p: ETA ， 
q;EGS(f), a,>1 
我 们 所 关心 的 问题 之 一 是 决定 置换 谱 MC) 
中 素数 的 个 数 ， 这 个 数 克 是 集合 


P(f)=S(f) UTC) (1.11) 
= {pip 是 素数 ，f 是 模 了 的 置换 多 
项 式 } 


中 元 素 的 个 数 。 本 节 中 我 们 将 给 出 PO) 是 无 限 集 
的 充分 必要 条 件 。 
引 理 1.15 设 了 是 整 系数 多 项 式 f1，… fa 
的 合成 ， 则 有 
M(F) = MO MN MG,) NN MF,) 


(1.12) 

SQ) = SO) ASG) NN SY,) 
| (1.13) 

P =P) NP) N-ANP.) 
(1.14) 


证 据 数 学 归纳 法 ， 只 需 证 明 引 理 1.15 对 
n=2 成 立 。 于 是 可 不 妨 设 f=,(f1)。 

首先 ， 由 置换 多 项 式 的 定义 及 多 项 式 合成 运 
算 的 定义 知 ，f 是 模 妈 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 
LAL 均 是 模 凡 的 置换 多 项 式 。 由 这 个 性 质 立 即 
推出 (1.12) 和 (1.14) 成立 。 

其 次 ， 根 据 复合 函数 的 求 导 运算 知 
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F (x) =f.’ (f1 CX)) fi’ (x) 
Fit 
f’ (x) =0(mod P ) 
无 解 当 且 仅 当 
fi (x) =0(mod P) 
f(y) =0(mod ? ) 
均 无 解 。 这 就 是 说 1(x) ER P 的 正则 多 项 式 当 
且 仅 当 f1(x)，j,(%) 均 为 模 P 的 正则 多 项 式 . 结 
& 1.14) 411.13) R. U 
设 如是 由 线性 多 项 Kaxtblar0), TH 
x"(2tn, nDDMERHESMIg. (x, a) (a0, 
(n, 6) =1, n>DHERNESMAR CERES 
项 式 的 合成 运算 ) 。 在 这 个 运算 下 ， 互 显然 作成 
一 群 。 又 设 工 是 由 互 中 由 线性 多 项 式 ax + b ME 
HAEA (x，q) 所 生成 的 HH 的 子 群 。 则 有 
”定理 1.16 WRF CH, WPCA) 2ARR. 
进 一 一 步 ， 在 + E H 的 条 件 下 ， WAS) ke Re 
MAMA TEL. 
证 BRA 
P (ax + b) = {pla#0(mod P)} 
P(x") = {p| (n, p-1) =1} 
出 定理 1.12 还 有 
P(g, (Xx, a)) = {p|a#0(modP), 
(n, p?-1)=1} U {p|a=0(modP), 
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(n, p-1)=1)} 
如 果 n = rif ter, © Fn PEAR, MN 
P(x") = {p|p#1(mod r;),i=1,°--, $} 
Plg (x, a)) = {pla#0(mod Pp), | 
 DP#%&1(mod r;), i=1,--,s}U{pla 
=0(modP) ,P#1(mod_ r,),i=1,',s} 
MES EH., Whe, Wa, # 
中 f; 等 于 ax+b， 或 者 x" Otn), RE ga (x, a) 
((n,6) =1,a*0,n>1). MHF KU deg(f) = 


"Hs espt ey d? 是 其 标准 分 解 式 ， 其 中 每 
一 ww; 均 整除 某 一 形 如 x"' 的 f ;的 次 数 ， 但 不 整除 任 
一 形 如 g, (x,0) 的 f; 的 次 数 ,v; 是 剩 下 的 deg() 的 
素 因 子 。 记 
P (f) = {p|p#1(mod u;) (i= lye, S), 
p#+1(mod v;) Gj=1,+,r)} 
由 前 面 关于 集合 PC MER, PC) A POR. 
差 有 限 个 素数 ， 也 就 是 说 PY) 可 用 P(f) 经 移 去 
或 加 入 有 限 个 素数 来 得 到 。 由 假设 ki; 2G=1, 
955) 50;2,3 Gehen. AG PG) Hy BR 
Hui us viv, AY (ur — 1) (us — 1) mi- 2) 


DARK EHEN, KHER 
H Cur-2) ++ (us 一 2) (v1 一 3)… (vy, - 3) (SP OFH 


ei, 


U1 
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余 类 与 模 wi…u ,vi'…u， HR, 由 算术 级 数 的 狄 里 
克 轨 定理 知 ， 每 一 个 这 样 的 互 素 剩余 类 中 都 有 无 


限 个 素数 。 因 此 PC) 是 无 限 集 ， 从 而 :PU) 是 无 

限 集 。 定 理 的 前 一 部 分 得 证 . | 
hia ~~}. Ay n> at, S(x*)=¢ 

(MER). WE f ECH- L, WILA 

SH=¢6, 当然 为 有 限 集 。 又 若 了 EL, WHE 
因此 P() 是 无 限 的 。 现 只 需 证 明 P(f) - SC) 

为 有 限 集 。 由 定义 有 

| S (ax +b) = P(ax +b) 

又 从 定理 1'12 得 


5(8,(%, a))=(pla#0(modp), 
(n, p(p*-1) =1)} | 
= {PIPE P(g, (%, a)), 
aF0(modp), pin} 


TALS HP) - -SO) 是 有 限 集 ， 因此 S (7) 
是 无 限 集 。 | 
至 此 定理 全 部 证 完 。 
定理 1,16 给 出 了 使 Pd) 是 无 限 集 的 一 类 多 项 
式 、。 那 么 是 否 还 存在 另外 的 多 项 式 f(x) EP CA) 4h 
为 无 限 集 呢 ? 1923 年 [40) ， 舒 尔 提出 了 下 述 著 
名 的 猜想 , 即 | 
FRR PO) IMR HI f EHS 
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SP Ji RRR YAMY SEL. 

如 果 这 个 猜想 的 前 一 部 分 成 立 ， 由 定理 1.16 
知 该 猜想 的 后 一 部 分 也 成 立 。 因 此 只 需 证 明 猜 想 
的 前 一 部 分 成 立 。 

1923 年 (40] , 舒 尔 本 人 证 明 当 deg (办 是 素数 
时 ， 上 述 猜 想 成 立 。 

19284 C42) , 威 格 纳 证 明 当 deg (1) 是 奇 素数 
宕 或 两 个 奇 素数 的 积 时 ， 舒 尔 猜想 成 立 。 

19474 C20) , 库 尔 巴 托 夫 证 明 当 deg(j = 
Pie Deg 了 i 十 人 不同 的 奇 素数 ， 任 一 了 ,不 能 表 成 其 
余 Pi 的 非 负 整 线 性 组 合 时 ， 舒 尔 猜想 成 立 。 

1949 年 [212 , 库 尔 巴 托 夫 又 证 明 当 deg (NA 
至 多 4 个 不 同 奇 素数 的 积 或 两 个 不 同 奇 素数 的 客 
的 积 时 ， 舒 尔 猜想 成 立 。 | 

197046 C17) ， 弗 雷 德 用 黎 曼 曲面 理论 中 的 
深入 工具 完全 解决 了 每 尔 狂想， 

利用 弗 雷 德 的 深刻 结果 ， 可 以 得 到 很 多 有 趣 
的 推论 。 例 如 ， Bi a AE BASS A REEL "16 的 
证 明 有 下 述 两 个 推论 。 

推论 1.17 RPA RAK, MISH) 是 空 
集 或 是 无 限 集 。 | | 

推论 1.18 POEDER, WPNATH 
ROR AR PAL RR. XP BSR 


P= {p| p=b (mod Ui Us VV) 
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bÆ +1(mod v,),b#1(mod uj); 
Viw2, 3, u,%2, tiv AA 
的 素数 } 


利用 弗 雷 德 的 结果 ， 还 可 证 明 下 述 达 文 波 特 
和 刘易斯 的 定理 ， 见 [15]。 _ 

定理 1'19 HSE ZC), 如果 了 的 次 数 
deg (人 是 偶数 (二 0)， 则 PY) 是 有 限 集 。 

证 用 反 证 法 。 假设 PO) 是 无 限 集 ， 则 由 弗 
BRWARAS CH. EDS Bhi. "5 fhe ER, 
Hrbf;=ax+b, x’ Otn, DV RWS MR 
ga (xX, a) (G0, (6, n) =1,n>1), Tdeg(f;) 
全 部 是 奇数 。 从 E | 

deg (f) = deg (fı) -deg(f,)+-deg(f,) ° 
得 知 deg (力也 为 奇数 ， 这 与 定理 的 假设 矛盾 。 口 

弗 雷 德 的 结果 还 可 用 米 证 明 诺 鲍 尔 的 一 个 定 
| | 
定理 1.20 设 S， 工 是 两 个 不 相交 的 有 限 的 
素数 集 ， 则 存在 无 限 多 个 多 项 式 f CZE SS) 
=$, T(f)=T. 

证 如果 SUT 是 空 集 。 了 到 fx) = 2x?" 就 行 
了 。 现 假设 SUT 是 非 空 集 ， 4 是 大 于 SUT 中 所 
有 素数 的 一 个 素数 。 对 SUTU {gq} 中 的 每 一 素数 
p ， 定 义 多 项 式 
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x, APES, 
fi) = x’, ADET, 
xt, #ip=q. 
”其 中 a, 是 与 p(p -1) 互 素 的 任 一 素数 ，4 是 大 于 
所 有 1+as 的 任 一 整数 。 由 多 项 式 环 中 的 孙子 定 
理 ， 存 在 一 次 数 为 2a 的 整 系数 多 项 式 如 (x) 使 
| ‘fp (x) =f; (x) (mod P ) 
对 所 有 pESUTU {q} 均 成 立 。 从 fo(x) 的 构造 知 ， 
当 pES 时 ，pES(fo); METH, A PCT). 
BESS, TWST, HALENA 
定理 知 P(fo) EAR. 2 DEP) - SUT 中 所 
有 素数 的 积 ， 并 设 2 
f(x) = Dfo (x) | 
则 有 | E 
SH =S, TH =T. 
因 次 数 24 可 以 取得 任意 大 ， 故 有 次 数 任意 大 的 多 
MA OW ERER. A 


二 置换 多 项 式 的 应 
H 2 Bil 
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BRS 项 式 有 许多 应 用 。 本 节 只 介绍 置换 多 
项 式 在 公开 密 钥 码 和 一 致 分 布 中 的 应 用 .在 这 
里 ， 可 看 出 迪克 人 还 多 项 式 的 重要 性 ，。 


1 .密码 系统 简介 


大 家 知道 ， 密 码 通 讯 在 许多 部 门 都 起 着 极为 
重要 的 作用 ， 那 么 密码 通讯 究竟 是 以 什么 方式 进 
行 的 呢 ? ARIE AED UE KGA SF 
的 基本 原理 ， 

通讯 就 是 发 送 或 接收 信息 。 在 发 送信 息 时 ， 
需要 先 将 被 发 送 的 信息 转换 成 数字 . 例如, 在 英文 
里 共有 26 个 字母 ， 可 以 设 e=0，b= 1，c=2，… 
x=23，y-=24，2=25。 这 样 ， 信 息 〈 可 用 语言 
ER) 便 可 被 转换 成 一 组 相应 的 数字 。 在 实际 过 
程 中 ， 可 能 还 要 使 用 空格 ， 标 点 符号 ， 及 其 它 一 
些 符 号 ， 这 时 可 将 上 述 字母 与 数字 的 对 应 关系 继 
续 扩 大 ， 如 可 WL Be “Ss He? = 26, 标点 y 
= 27, 标 点 “? ”= 28,…。 为 简单 起 见 ， 我 们 只 
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讨论 由 26 个 英文 字母 组 成 的 信息 。 | 
上 面 已 指出 ， 信 息 可 看 成 是 一 组 数字 ， 因 此 
对 信息 加 密 的 问题 就 化 为 对 数字 编码 的 问题 。 
最 简单 的 编码 方法 是 将 26 个 字母 放 在 圆周 
上 ， 每 一 个 字母 经 编码 后 变 成 它 后 面 的 一 个 字 
母 。 用 对 应 的 数字 来 说 ， 编 码 就 是 同 余 式 
=P+1 (mod 26), 0<C<25 
(2.1) 
其 中 己 对 应 于 要 发 送 的 字母 ，C 对 应 于 编码 后 的 
字母 。 | 
例如 ， 假 设 要 发 送 的 信息 是 
secret, | 
首先 将 这 几 个 字母 转换 成 对 应 的 数字 得 到 
18 4 2 17 4 19 
用 (2.1) 编码 后 得 
19 5 3 18 5 20 
再 转换 成 对 应 的 字母 得 
tfdsfu. | 
这 就 是 信息 “secret” 的 密 文 。 
当 发 送 的 信息 是 很 长 一 串 字 和 母 时 ， 可 将 该 只 
分 成 若干 段 进行 。 | 
注意 ， 知 道 了 编码 过 程 (2.1) ， 也 就 知道 
了 解码 过 程 。 事 实 上 ， 从 2.1) 得 
P==C-1(mod 26), (2.2) 
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因此 一 旦 收 到 了 一 组 从 2.D 加 密 后 的 密 文 ， 
用 (2.2) 就 可 解 开 这 个 密码 。 
上 述 例子 只 是 非常 简单 的 一 个 情形 。 在 实际 
的 密码 通讯 系统 中 ， 要 复杂 得 多 。 尽 管 如 此 ， 密 
码 系 统 的 基本 原理 均 可 概述 如 下 : | 
假设 发 送信 息 的 一 方 为 5 ， 接 收 信息 的 一 方 
AR, AAR BAD, RTA MERHER. 
这 两 个 密 钥 是 互 道 的 ， 即 有 
Dr ER, =Eg*Dg =1 
假设 要 发 送 一 个 秘密 信息 M . RH SEM HER 
密 得 到 Es (M) ， 然 后 将 此 密 文 发 出 。 收 方 尽 收 到 
密 文 Ex (ME, RAD, 于 密 文 E,(M) 上 
即 得 Ea | nn 
D; * (Eg (M)) =D, -E,(M) =M 
RRKT AAEM. 

”在 传统 的 保密 系统 中 ， 只 要 知道 一 个 密 铜 ， 
另 一 个 密 铀 就 可 很 容易 地 导出 来 。 因此 ， 为 使 发 
送 的 密码 信息 不 被 第 三 者 破译 ， 必 须 严 格 保密 两 
个 密 钥 D:，Es。 这 样 ， 由 于 每 两 方 都 有 一 对 保 
密 的 密 铜 ， 当 系统 中 用 户 较 多 时 ， 密 铀 数量 就 很 
大 ， 难 以 分 配 和 管理 。 为 避免 这 一 缺陷 1978 
年 6?) ， 里 维 斯 特 , 夏 米尔 , 阿 德 利 曼 构 造 出 了 一 
种 新 的 保密 系统 。 在 这 种 系统 中 ， 由 于 从 加 密 密 
PE, 几乎 不 能 导出 解密 密 铀 Da， DK, 加 密 和 密 
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钥 Bx 都 是 公开 的 ， 这 种 非常 重要 的 系统 称 为 RS4 
系统 。 | | 
在 RS4 系 统 中 ， 其 工作 原理 如 下 系统 中 的 
每 一 方 均 有 一 对 互 逆 的 密 铜 Er, Di), HP 仅 
有 人 解密 密 钥 是 保密 的 。 加 密 密 钥 Es 全 部 被 收集 在 
一 个 密码 德 内 ， 供 系统 中 的 任何 -- 方 查阅 。 假 设 
RS 要 把 信息 M 发 给 收 方 R。5S 先 在 密码 德 内 
EH RAMES HE, 用 Ex 加 密 M 得 到 Es (M)， 
然后 将 密 文 En (M) RAW R. RUBE, (M) 后 ， 
用 自己 的 解密 密 铀 Dx 于 密 文 Ex (M) 上 得 
| Dzr* (Er (M)) = D'ER (M) =M. 
即 获得 了 发 方 $ 的 原始 信息 。 因 为 从 Es JL FER 
可 能 导出 Dx， 故 第 三 者 无 法 破译 密 EM). 
这 就 保证 了 RSA 系 统 的 可 行 性 。 

在 下 面 两 节 中 ， 将 说 明 如 何 用 置换 多 项 式 来 
构造 RS4 系 统 。 从 这 种 观点 出 发 ， 可 以 看 出 置换 
多 项 式 是 研究 RS4 系 统 的 构造 的 一 个 理想 工具 。 


2, 迪克 逊 多 项 式 与 RSA 系 统 

在 RS4 系 统 中 ， 加 密 密 铀 Ex 相当 于 一 个 数 
集 4 的 置换 ， 而 解密 密 铀 Dz 则 相当 于 置换 Es 的 
逆 置 换 。 当 和 4 是 剩余 类 环 Z/ m), 这 些 置换 可 
取 为 模 m 的 置换 多 项 式 。 里 维 斯 特 ， 夏 米 尔 和 
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阿 德 利 曼 所 取 的 模 m BRS Tish X, (k, 
p(m))=1., m=pq, P, q4 DAKKE 数 。 设 
Ki 是 一 正 整 数 ， 满 中 

kkı=1(mod @(m)) 
MM, m) = 1 时 ， 有 

(ME = MED =M( modm ) (2.3) 
Aim = pq 无 平方 因子 ， 当 (M, m >in 02.3 
仍然 成立 。 这 样 可 取 加 密 密 锅 为 x"， 解 密 密 锁 为 
x 在 这 个 系统 中 ,只 有 天 和 了 静 是 公开 的 。 要求 
得 解密 密 铀 ， 即 求 出 Kx， 必须 先 求 出 

| Pm) = (p-1)(q-1) =m-p-qtl 

AED, g 只 能 从 分 解 m 才能 得 到 。 由 于 P，4a 
是 保密 的 大 素数 ,要 分 解 m = pq 几乎 是 不 可 能 的 ， 
正 是 分 解 大 整数 的 困难 性 保证 了 RSA 系 统 的 可 千 

HAR k= 1, 2 有 下 面 一 些 性 质 : 

(i) 在 多 项 式 的 合成 运算 下 ，1{x*} 作 成 一 个 
阿 贝 尔 群 ( 即 交 换 群 ) 。x% ooX = xt! =x! ox, 

Gi) 对 每 一 正 整数 K (koo(m)) =1, 存在 
正 整数 k!， 使 得 x*ox** =x! tox! 是 模 m 的 单位 置 
换 多 项 式 ， 即 该 置换 多 项 式 可 等 价 地 化 为 x CA 
位 置换 多 项 式 ) 。 

Giib 给 定 一 个 正 整数 K ‚MR k pm))= 
1, RR BK ER oxi = tt 是 模 m 的 单位 置 模 
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EMN. 

LIR=SE ERLE TEMRE |k = 1,2， 
+} 能够 构造 出 一 个 RS4 系 统 。 

ER, BURR ix'|k=1,2,--) FEY a= 
OFS} AYE Fe Hh SRE g, (x,a) |k=1,2,…}。 米 
WAE RCI FEREENA SE SH ARAP (a) 
= {g,(x,a)|k=1,2,--}C@@Q=+1) 来 代替 多 项 式 
fe {x"} = {gi (x,0)}， 以 构造 一 种 新 的 RSA 系 
统 。 | 
TR- ARSIP, ELTHRABENR 
为 | | 


l > k k ( iak i 
_ {k-i\l(-a)'xt"? | 
Bsa) = 5 ki\i ) | 


在 那里 已 经 证 明 ， 当 a = +1 时 ， 多 项 式 簇 {gi (x， 
中 ?作成 一 By DUAR, BER 
84 (x, a) 084 (XQ) = gin (Xsa) 
即 条 件 (i) 满 足 。 
He = 1 时 ，gi Cx, 1) =g ARIK RH 
Bi+2—Xgis1+ gi =0, g0=2, gi=x 
因此 ，8: 司 用 上 述 递归 关系 来 计算 。 
如 果 m = pq，P ，4a 是 不 同 的 素数 ， 则 第 一 
章 的 第 三 节 已 证 明 ，gx (xya) 是 模 m 的 置换 多 项 
式 当 且 仅 当 
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(k, (p?-1)(q’?-1)=1 
进一步 , 劳 斯 基 , 米 勒 和 诺 鲍 尔 5237 WE BH g, (x,a) 
Eg (x,a) NEUEN“ | 
kki=1(mod(p?-1)(q?7-1)) (2.4) 

即 条 件 (i 让) 满足 ， | 

从 (2.4) 看 出 ， 如 果 仅 知道 k 和 m ， 要求 
出 ki 几乎 是 不 可 能 的 ， 因 为 仍然 要 分 解 大 整数 。 
因此 条 件 (iii) 也 成 立 。 

RE, AS DIRE x) = (Rd) 
HH Fe AS SNE g (x, 1)} 和 {gi (x, - 1)} 也 可 用 
来 构造 新 的 RS4 系 统 。 u 

利用 劳 斯 基 和 族 鲍 尔 关于 署 换 链 的 一 个 结 
RK, WRU, HRW MA OM KR g: (x, a) } 
(a=0, 土 1) 在 本 质 上 给 出 了 所 有 满足 下 列 条 件 的 
多 项 式 类 ， 

1 〉 对 任何 正 整 数 k ， 在 这 个 类 中 存在 一 次 
数 为 的 多 项 式 。 | 

2) 该 类 中 的 任何 两 个 多 项 式 在 合成 运算 下 
是 可 换 的 ， 即 f(g) = 5 (用 成 立 。 

这 样 ， 由 构造 RS4 系 统 的 多 项 式 类 所 具有 的 
性 质 知 ， 三 类 迪克 进 多 项 式 {gi (x,a)} (a=0, 
士 了 在 某 种 意义 上 给 出 了 所 有 构造 RSA 系 统 的 多 
项 式 类 。 | 

上 述 RS4 系 统 的 构造 方法 可 推广 到 多 变 元 的 
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SWRA hk, UN SATE SHR h 
定性 的 作用 。 


3. ERFEENSRSARH 


前 节 中 考虑 了 由 置换 多 项 式 构 EM RSA R 
统 。 作 为 置换 多 项 式 的 进一步 应 用 ， 本 节 再 考虑 
由 更 广泛 一 些 的 置换 有 理 函 数 记 构 造 的 RSA R 
统 。 


Ber (x) = 号 是 两 个 整 系数 多 项 式 的 商 ， 其 


中 8 ,在 ZCxJ 中 是 互 素 的 多 项 式 。 如果 对 任何 
bE Z 有 (UC(b),m) =1, FF AB 
x: Z/(m)—>Z/(m) 
r (b) ===h (b) = ' g (b) 

是 模 mw 的 一 个 置换 ， 则 称 r (x) 为 模 m 的 置换 有 理 
函数 。 这 个 概念 是 置换 多 项 式 的 推广 。 多项式 
g(x) 是 模 区 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 g(x) /1 是 模 m 
的 置换 有 理 函 数 。 如 果 m =mim;，(mi, m,) =1, 
则 吻 证 7r(x) 是 模 严 的 置换 有 理 函 数 当 且 仅 当 r(x) 
Je Bim, Alsi, NER ew Be. | 

1946 年 ，， 里 德 研 究 了 有 限 域 上 由 某 些 有 
HA Ber, (x) 导出 的 置换 ， aS AE TY i 
新 的 RSA 系 统 。 
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设 a 尖 0 是 一 非 平 方 整数 ， 
G)-- 全 


HP, 9 是 不 同 的 奇 素 数 。 令 
(xt a)" =g, (x)+h, dv a 
其 中 g, (x), ha (x) 是 z LAK, g(x), ha(x) 
可 表示 如 下 ; 
EC 
n(x) = S (ie areal 


i= 0 


| C+] 
h.(x) = 二 (ir J x'=2ing 


里 德 定 义 有 理 函 数 


EN) (x). 
fs (x) h, ha (x) 


IEE WANA? 2}n, (np + 1) =1 1,ptn， 则 
fa OO EIR P 的 置换 有 理 函 数 。 
易 见 ， PLC or I 
( x+ vay’ fatva 
x- Va fa (x) -va 
由 此 可 得 
horva _ feiss) t+Va 


——< 


(X) ~ a Fi Che GO) — va 
因此 有 
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fe Fn) = Fen Cx) = fa Cfa (X) 
这 定 构 造 RS4 系 统 所 需 的 一 个 最 基本 性 质 。 
可 以 证 明 映 射 ` 
NisZ/D) SZ/D), mb) = 
满足 Xx; = 7.4 HRA k=n(mod(pt+1)). ER 
fix) =x, mae (单位 映射 》。 这样, 不 难 证 
明 在 z/(p) 上 有 | 7 
E21  Z/(p) 上 有 fi Cis (x)= 
fa (fi (x)) = file) = x4 AI 
kn==1(mod(p+ 1)) (2.5) 
综合 上 述 结果 ， 可 以 看 出 ，f, (x) 可 用 来 构 
造 新 的 RSA 系 统 。 
tim=pq, P, qRAMWKR RM, P, q 
是 保密 的 。 设 nn 是 正 的 奇 整数 ， 满 足 
pin, atn, (n,pt 1) =(n,g+1)=1 
取 a 是 一 非 平方 整数 满足 Be 
ORO 
Piao AB A EM E 
Er = fa (x) (mod m) (2,6) 
解密 密 铀 | 
Da = f(x) (mod m) O eD 
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nk=1 (mod [p+1, g+1)) 
这 样 就 构造 出 了 一 个 密码 系统 。 同 样 ， 在 不 知道 
MASP, g 的 情况 下 ， 从 加 密 密 铀 (2.6) 
几乎 不 可 能 求 出 解密 密 钥 (2.7》。 因 此 上 面 构 
造 的 密码 系统 是 一 种 RSA 系 统 。 
196545, Wi Sy PRUE BA RIF e 的 无 平方 因子 部 
分 是 3 且 3| nr 外， 在 在 无 限 多 个 素数 P，4a 满足 
(p+1, n)=(qt+1, n)=1 


a a 

G-E) 
Hip nam, a 是 非 平方 数 。 这 个 结果 表明 用 
置换 有 理 函 数 构造 RSA 系 统 也 是 很 有 意义 的 。 


4。 置 换 多 项 式 与 一 致 分 布 


本 节 介 绍 置换 多 项 式 对 剩余 类 环 上 序列 的 一 
致 分 布 的 应 用 。 

Hem TERE, (an) MMOD, HE 
《a,} 关 于 模 严 的 分 布 函数 为 


Fn(k) = tim} | la,|n<x, 


也 就 是 说 ， Pa(k) 是 序列 {aq} 中 满足 nx, a, = 
k(mod m) 的 q: 的 个 数 , 如 果 Fn(k) 是 -有限 的 


Fn Ci) = Fn(2) = + = Fanm) 

从 
m o, 1 5 
SFCi) slim ta, |n<x}] =1 
i=j} ， 

得 


Fn(1) = Fa(2) =+ = Fn Cm) = 二 
此 时 称 序列 模 tw 是 一 致 分 布 的 ,一致 分 布 是 数论 
的 一 个 重要 课题 。 = 

如 果 序 列 {a, } 满 足 

Ci)tan | (a, m) =1) 是 无 限 集 。 

GD W1<j<m, Gj,m)=1, EF 

,、_，， [fan |n<x,a,=j(modm)}| 
Fr (G) Sim nax, (Qngm) = 1}| 
p (m) = 
则 称 序列 {a,} 模 六 是 弱 一 致 分 布 的 。 

在 数论 里 ， 主 要 考虑 算术 函数 {f(n)} 作 成 的 
序列 的 一 致 分 布 。 在 这 里 ， 我 们 考 虚 当 f(x) 是 一 
BAM A URN, 序列 {fn)} 的 一 致 分 布 情 
fi. o 


定理 2.2 WOC, m= Ipp Jem 
的 标准 分 解 式 。 
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Cid FRI n= 1,2, Fem BBS 
APA AMY SHR (OER mh 置换 多 项 
A. 

Cit) PAF) Ins 1,2 Yin 
Ay Ap Fe Bi 4 ALAN 4 & GSK f(x) EM (i = 1,…， 
k) 的 正则 置换 多 项 式 。 | 

证 Ci) AASOOR-BARASON, RA 
fins=f(n+m) (mod m 对 任何 正 整 数 n 成立。 
于 是 {fj(n)} 是 一 个 周期 序列 (在 模 m 的 意义 下 )， 

”上 且 m 是 一 个 周期 。 利 用 这 个 事实 得 出 ， 对 1<k 专 
mA | 
Falk) =lim 二 | {f(n)|1<n<x, fin) 
=k(mod m)}| 
=lim | {f(n) | 1<n<m|Ž], 
f(n)==k (mod m)}| 
+ im | {f(n) | m| > INSK, 


f(n)=k(mod m)}| 


, 1fx 
= af =” 一 
Lim | I {fn)| 1<nxm, 


r 


f(n)=k(mod m)} | 


= +] {fn |1<n<m, 
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/(n)=k(mod m)}| 
于 是 {f(n)} 是 模 m 的 一 致 分 布 序 列 当 且 仅 当 对 所 
AISk<mf 
[{f(n) |I<Sn<m,f(n)=k(mod m)}| =1 
BD f(x) im Meee Se ISR. (Gi) 得 证 ， 
对 于 (ii)， 我 们 仅 指 出 其 证 明 思 路 ， 详 细 证 
BA HY Zs Oh oe EK 5333 。 首先 证 BB OF m,m) 
”=1， 则 {f(n)} 是 模 m 的 弱 一 致 分 布 当 且 仅 当 
4f(n)} 是 模 mi 和 和 模 m; 的 弱 一 致 分 布 。 然 后 用 类 
似 于 定理 1.5 的 证 明 方法 证 明 {f(n)} 是 模 p: 的 昼 
一 致 分 布 当 且 仅 当 1 (x) 是 模 P 的 正则 置换 多 项 式 ， 
定理 2.2 说 明 多 项 式 模 的 一 致 分 布 和 弱 一 
致 分 布 已 完全 化 为 模 P 的 置换 多 项 式 及 正则 置换 
多 项 式 。 因 此 ， 剩 余 类 环 上 的 置换 多 项 式 亦 可 当 
作 一 致 分 布 论 的 一 个 分 支 。 
对 给 定 的 算术 函数 {1f(n)), 定义 两 个 量 M(f) 
和 M*(f) 如 下 ， | 
M(f) = (m| {f(n) } iim fy — 34-76} 
M* (f) = {m| {f(n)} 2 Bim  — Be 3} 
布 》 i 
4 f EZIAN, DAMO) REE — Bt h 
介绍 的 置换 谱 ， 而 | 
M* (f) = {p --p,°'|p; Es(f), 
a; 1} 
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EBA, BEM) AIM* E-E 
要 的 问题 。 泽 门 有 下 述 重 要 结果 : | 

定理 2.3 设 M 是 由 正 整数 组 成 的 一 个 集 ， 
则 存在 一 个 函数 FEM CD = M 当 且 仅 当 M 具 有 下 
述 性 质 ， | oe 

“如 果 nE M, dln, WAEM? 

定理 2.3 刻 画 出 了 形 如 M() 这 种 数 集 的 性 
Ki. 对 应 于 M*(f)， 是 否 有 类 似 的 结果 呢 ? 这 是 
一 个 没有 解决 的 问题 。 与 此 相关 有 下 述 

猜想 设 M* 是 由 正 整 数组 成 的 一 个 集 ， 则 
存在 一 个 函数 了 使 M*( 力 = M* 当 且 仅 当 M* 具 有 
下 述 人 性 质 ， 

“如 果 nE M*,，dln，d 被 n 的 所 有 素 因子 
整除 ， 则 dE M*” , | 

当 dlm，4 被 m 的 所 有 素 因 子 整 除 时 ， 有 公 
RPG) =m). PERISA Gd =1 有 
(j,m) =1H (Sf (k) =a,) 


* (G) =lim (ae lk<x, a,=j(mod d)}| 
Fe Ò slimy kax, and = 


m 
Tal 


| di | {a |k<x,a,2=j + di(mod m)} | | 
= 1i mt _e_s_ (_ 
x. l{a,|k<x, (a,,m) =1}| 
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N=1 
_< lim {or lk<x, a,=j+di(modm)} | 
2 >” lia, |k<x, (a,m) =1} | 


i=0 


M 一 1 


d 


= 57 Fa (j+di) (2.8) 


如 果 {ai? ER EP, WA 


+ 4 “ 一 1 
F*„(i+di) pun) 


再 由 (2.8) 得 
1 1 


% 1 „mit = 1 _ 
Pea) d yp) (da) 


PR ay? AE d 的 弱 一 致 分 布 序列 。 这 就 证 明 
了 -上述 猜 想 的 必要 性 成 立 。 

对 充分 性 ， 猜 想 是 一 个 困难 的 问题 。 到 目前 
为 止 ， 最 好 的 结果 是 由 罗 索 丘 维 兹 女士 证 明 的 。 
她 证 明 ， 当 M* 不 含 偶数 时 ， 上 述 猜 想 成 立 。 
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在 第 一 童 里 ， 我 们 已 看 出 剩余 类 环 Z/ (mn) 的 
置换 多 项 式 被 归结 为 有 限 素 域 F, 的 置换 多 项 式 ， 
作为 一 个 推广 ， 本 章 讨论 任意 有 限 域 F; 的 置换 多 
项 式 。 前 两 节 介绍 置换 多 项 式 的 判别 与 构造 。 第 
三 节 考虑 置换 多 项 式 在 合成 运算 下 生成 的 群 。 第 
四 节 应 用 有 限 域 上 方程 的 理论 来 研究 置换 多 项 
R. In, 第 五 节 介绍 置换 多 项 式 的 一 个 新 兴 广 


1。 置 换 多 项 式 的 判别 


在 本 章 里 ， 我 们 总 设 F ,是 g 个 元 的 有 限 域 ， 
其 中 g =p ”，P 是 一 个 素数 。 

WIDER). MR: chef eO EF, P) 
F ,的 一 一 映射 〈 即 导出 下 ,的 一 个 器 换 )》， 则 称 
f(x) 是 Fu 的 置换 多 项 式 。 | 

因为 FE, 仅 有 有 限 个 元 ， 类 似 于 引 悍 1， 6 不 难 
看 出 置换 多 项 式 可 以 有 下 述 几 个 等 价 的 定义 。 

引 理 3.1 设 JEF,CxJ。 则 了 是 FF 的 置换 
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多 项 式 当 和 旦 仅 当 以 下 条 件 之 一 成 立 。 
(i) HAS: cf e) 是 单身 
(ii) 函数 J，ct 一 >f(c) 是 满 射 ， 
(iii) 对 任何 a EFF。，f (x) =a 在 F, 中 有 解 ， 
(iV) 对 任何 0EF,， f(x) =a 在 F, 中 有 唯一 
解 。 | 

类 似 于 第 一 章 ， 有 限 域 F ,到 自身 的 任 一 函数 
均 可 由 茶 一 次 数 小 于 a 的 多 项 式 表 出 。 EKE, 
设 $ (x) EF ,到 F, 的 任 一 函数 ， 令 

g(x) = 2 6) 1-&-0°°) (3.1) 


容易 验证 ， g(c) =p) 对 所 有 cEF, RM, H 
deg(g(x)) <q. AE, WREEF, HERIK R A 
归结 为 研究 F。 的 置换 多 项 式 。 这 是 很 多 其 它 环 
所 不 具有 的 性 质 。 

HF, Cx +H BY BK JL EGS ee FABRIK 13 

引 理 3.2 Rf, ger, Mio = gle) 对 
所 有 c EF , 均 成 立 当 且 仅 当 f (x) =g Cx) (mod (x? 
—-x)) 

利用 这 个 引 理 及 欧 几 里 得 算法 得 到 ， F ,Cx) 
中 任 一 多 项 式 1 (Xx) 借 (x 一 x) 后 均 可 化 为 一 个 次 
HUNT a 的 F,[x] 中 的 多 项 式 g (x) ， 且 这 种 g(x) 
是 唯 -- 确 定 和 的。 这 个 确定 的 g (x) 称 为 1(x) 的 简化 
多 项 式 ， 而 deg (g (x) ) 称 为 1 (x) 的 简化 次 数 。 
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现在 我 们 来 证 明 厄 米 特 在 1863 年 证 明 的 判别 
法 则 。 

定理 3.3 设 F, 的 特征 为 PP，f(x) EF, I. 
SBF, 的 置换 多 项 式 当 和 且 仅 当下 面 两 个 条 件 
成 立 ; 

Gi) f EF PRATER. 

DIEBE, i<t<q-2, WAF (x) 
BR (x! — x) 的 简化 次 数 不 超 过 gq — 2. 

证 ENOR FRI =a 在 F, 中 的 解数 。 则 
f 是 F ,的 置换 多 项 式 志 >N(a) =1 对 所 有 aEF， 
RÁN (a) =l (mod D) 对 所 有 aEFE, 均 成 立 。 
(由 N (a) =1 (mod p) #EHIN (a) >0, HN (a) = 1, 
对 所 有 的 a €F,) 

假设 

f! (x) == yb x? (mod (x! — x)), 


i=0 


Oxt<q-1. 
则 因 
2》 xt =f 0Nix<q-2 
ver -1, i=q-1 
得 


2 二 1 
2 foes Loy Let 
«er, i=0 ser, 
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bi pa cin -1 
=~ bo (0O<St<q—- 1) 
我 们 考虑 N(a) 的 值 如 下 ， 
N@=}, A- (fo) —@)*~*) (mod p) 
5 FF, 


一 2 (f(e) _ 0) 1-1 (mod p) 


-2 F(a De 


W 


CEF} t=0 
(~a)?! (mod p) 
CE 一 上 
二 (2 Du (- a) 174 
i=0 t 
(mod p) 


(-a) "17! (mod p) (3.2) 


如 果 条 件 CG) 成 立 ， 则 和 f (ec)! =-1, 


Bad !’=1. MA Cii) R, MoH, = 
OSS- 2) 。 将 这 些 结果 代入 (8.2) 得 N (a) 
=] (mod 了 ) 对 所 有 a EF , 均 成 立 。 因 此 , f(x) 是 
F, 的 置换 多 项 式 ， 

反之 ， 因 f(x) 是 置换 多 项 式 ，〈 i ) 当然 成 
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Ye XN (a) =] (mod p) ERA, HH (3.2) 得 
g— 2? 


(77 Nee, (- a) 一 1 


t= 


+b% -1=0 (3.3) 
对 所 有 acEFR, 均 成 立 。 (3.3) 左 端 是 一 个 次 数 小 
于 (4- 了 的， 以 2 为 变 元 的 多 项 式 ， 该 多 项 式 必 
须 恒 为 零 ， 即 有 
b,-ı = 1, (7 Dep, = 0 
(O<t<q- 2) | 
根据 卢 卡 斯 引 理 ，( 497 1)=0 (mod p) 对 0<t< 
b/.,=0 (<t<q- 2) 
KUEN T RIF Gi) WL. 
定理 至 此 全 部 证 完 。 
推论 3.4 设 d 二 1, dlq -1。 则 不 存在 次 数 为 
证 ” 设 1(x) 的 次 数 为 d, d>1, dlga-1, RER 
t =, ft Go 的 简化 次 数 为 9- 1, 由 定理 3.3 


d 


Ei. 

定理 3.3 还 可 改 述 为 

定理 3.5 设 F, 的 特征 为 P, JEF, C). W 
f EF, 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当下 面 两 个 条 件 成 
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JË: 
DIS PEK Bab a l)e 
Gi) fio Sta -2) 的 简化 次 数 不 超 过 a- 


证 ” 若 1(x) 是 F, 的 置换 多 项 式 . MEE 
3.3 的 最 后 一 部 分 证 明 中 已 得 出 b=1 寺 0， 
bo21(1 志 tq 一 2) = 0。 这 就 表明 条 件 (i)，(ii) 
成 立 。 

反 过 来 ， 若 bs 宝宝 六 0，b =0 (1S ts 
q- 2) 。 因 b 吕 ,总 是 零 。 代 入 (3.2〉 得 出 

N(a) 二 bY = 0(mod p): 
对 所 有 a EF, 均 成 立 。 即 f(x) =a 在 F ,中 总 有 解 ， 
由 引 理 3.1 立 得 定理 。 

类 似 于 定理 1.4， 可 以 证 明 

定理 3.6 设 特 征 ?为 奇数 , Al, EI 
F, 的 置换 多 项 式 ， 则 fg 不 是 F, 的 置换 多 项 式 。 

当 特 征 p=2 时 ， 定 理 3.6 不 成 立 , 例如 取 
I=g8=x, WS, 8, fn HEARS WH. 
于 是 ， 自 然 地 提出 下 述 

问题 A fog 是,t 的 置换 多 项 式 . 在 什么 
条 件 下 jg 也 是 F,: 的 置换 多 项 式 ? 

PDR PRES 曾经 证 明 , 设 KK 是 一 个 n 次 
代数 数 域 , A 是 K 上 的 一 个 理想 ,N(4) REHA 
HIRAM, AX Pie P,P; C, 这 里 P ;是 不 
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同 素 理想 ， Gj = 工 。 f), WRA ana FE .. 
Bn 分 别 是 A 的 二 个 完全 剩余 系 > Wf Bis oy 
an PEA SER R. 


2. 置换 多 项 式 的 构造 


由 于 在 判别 任意 一 个 多 项 式 是 否 是 置换 多 项 
式 时 ， 没 有 有 效 的 一 般 方法 ， 因 此 ， 考虑 特殊 形 
状 的 置换 多 项 式 就 显得 更 有 意义 。 本 节 的 目的 就 
在 于 介绍 这 方面 的 结果 。 

最 简单 的 情形 是 

定理 3,6 (i)F。 上 每 一 个 线性 多 项 式 ax+b 
(lax 0) 是 F, 的 置换 多 项 式 ， 

GAHA 是 Fa 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 
(n, q-1)=1. | 

证 (i) BAM. (ii) 由 有 限 域 的 结构 立 
得 。 | | 

定理 3.7 设 F, 的 特征 为 了 ， 则 了 一 多 项 式 

L(x) = Sax Er, 


f=0 


EF WBS IM AML (x) EF p 只 有 唯 

一 解 x= 0. 
证 Adxt+y)? =x? +y? RI Rt 

WLC) = L(y) SAMY L(x-y)=0.。 由 此 看 
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H, LOOF ,的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 L(x) FEF, 
中 仅 有 一 根 ， 即 Xx = 0 (x = 0 显然 是 L(x) 的 一 个 
w). 

完全 类 似 于 定理 1.10 有 

定理 3.8 设 了 是正 整数 ，(7，q-1) =11， 
s Æl- DRENT. H Be) CF, (x) 使 得 


g(x') 在 F, 中 无 非 RR, WI =x" glx) > 
是 F, 的 置换 多 项 式 ， 
定理 1.12 可 推广 到 有 限 域 的 情形 ， 即 
定理 3.9 设 aEF,'， 则 人 迪克 如 多 项 式 | 
CSI. 4, 
k k 一 ink? 
gı (x,a) = 2 ei i)(-o x } 


是 F ,的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 (k, g-D=1s # 
一 步 ，gi (Xx,Q) 是 F ,的 正则 置换 多 项 式 当 且 仅 当 
Ak, p(q’~1))=1. 

设 fEF,[x], b, c, dCF,, c¥0, BI f 
FEF WERE KY AM fie) =ch(x+b) +d 
是 F ,的 置换 多 项 式 。 适当 选取 bp，c，d 可 使 六 成 
为 标准 形 ， 即 满足 户 (0) = 0， 坟 是 首 1 的 ， 且 当 特 
fE 了 不 整除 了 KB abe” ARH 0. 
.这样 ， 只 需 研 究 标准 形状 的 署 换 多 项 式 。 利 用 厄 
米 特 准 则 ， 巡 克 逊 决定 了 所 有 次 数 不 超 过 5 的 标 
准 形 置换 多 项 式 ， 见 下 玫 。 巡 克 逊 也 决定 了 当 4 
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NASEN, FBT AKAN 6 的 标准 形 置换 多 项 
式 。 当 次 数 大 于 6 时， 只 有 一 些 零 休 的 结果 ， 没 
有 比较 完全 的 标准 形 置换 多 项 式 表 ， 

次 数 不 超 过 5 的 标准 形 置 换 多 项 式 表 


Fs 的 标准 形 置换 多 项 式 a tii 
任何 4 
g=0Cmod 2) 
q=1(mod 3) 
| x3-ax 《a 非 平方 》 d=0(mod 3) 
| x1+3x q=7 
| x4 +a1x? 40% (EX =0 是 其 唯一 根 》 q=0(mod 2) 
| xs q#1Cmod 5) 
| x5-0x 《a 非 四 次 方 ) q= (mod 5) 
| x5 +ax(a? =2) q=9 | 
x5+2% q=7 
| KS +ax3+x?4+3a2x (EFT) q=7 
KS +ax3+5~1a2x q= +2(mod 5) 


| x5+0x3 +30?x (a EFH) 


| x5-2ax? +a?x (a EEH) 


下 面 讨论 由 二 项 式 构成 的 置换 多 项 式 问题 。 


I ym 


定理 3.10 i&q=1(mod 2),f(x) -x 
+ax"ECF Cx), MEER. WA 
Ci) 4(m,q- 1) = 1 时 ， j (Xx) 是 F, 的 =. 换 多 
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项 式 当 旦 仪 当 存 在 c CF,*，cC? 志 1 使 


o (+c?) 
a= (1-c?) 


(ii) 4(m,q-1) =2H], JO ÆF, 的 置换 多 
项 式 当 有 旦 仪 当 gq 圭 3 (mod 4), 且 存 在 F， 中 的 非 平 
方 元 < 使 | 


(iii) 当 (ma- 1) = d 之 3 时 ，{(x) 不 是 F, 的 
置换 多 项 式 ， | 
证 考虑 方程 


0 一 1 


—— 


x," (xi taya x7 (e T +a), 

Xis X21 Fy « 3.4) 

BR, [OA WERS WAKE KY (3.4) 

无 Xi 三 % 的 解 。 现 设 xi 二 x 满足 (3.4) ， 我们 来 
推出 a 应 满足 的 条 件 。 | 

(i)《m,4 一 1) = 1。 当 Xixz 是 F ,的 平方 元 时 

(包括 4 = One = 0 的 情形 ) ， 3.0 Alexie 

MEN a= 圭 1, 当 xixz 是 F, 中 的 非 平 方 元 时 ， 

不 失 一 般 ， 可 设 XxX, 为 平方 元 ，X;: 为 非 平 方 元 。 此 


q=1 


sei azi 
时 有 xi 2 =1, Xz 2 = 一 工 且 (3 ORNS 
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COVE 
<> REF MEP HI (4 t= (2), 使 
得 


gaitt ` 
1-1 


因此 ， (3.4) KETTE ox £1, 
且 对 任何 非 平 方 元 fEE, 有 ast )d-17, 
这 两 个 条 件 等 价 于 存在 cEF,*，c* 夺 1 使 


1+c 


Q= 
1-c . 


Gi) (m,q- 1) =2, 4q=1 (mod 4) BY 22 = 
-XI 是 (3.4) 的 满足 xi 二 x, 的 解 ，f(x) 不 是 F ,的 
置换 多 项 式 。 当 qd==3(mod 4) 时 ,此 时 可 仿 (i) 证 
明 (ii) 成 立 ， 

(ii) (m,q-1=d>3, Rohr, 的 一 个 
d 次 本 原 根 ， 则 xi =1，xs=@? 是 (3.4) 的 满足 
xx 的 解 。 因 此 ，f(x) TER 的 置换 多 项 
x. O 

用 类 似 的 方法 还 可 以 证 明 

定理 3.11 设 m>1, mia-ı. WÄR 


sel 


x = + ax(as0)JEF, 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 
O (-a)"¥1, | 
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Gi WCF W-THEN KARR, 
HUST Be A ON ic jxmm - 147 


a+c’ \s— er 
(ey se. 


a+c' 


上 面 两 个 定理 说 明 ， 存 在 形 如 x?" +ax 
(as 0) 的 P ,的 置换 多 项 式 。1962 年 ct01 ， 卡 里 获 
证 明 这 样 的 多 项 式 不 是 F, 的 任何 扩 域 For (r>) 
的 置换 多 项 式 。 这 是 很 有 意思 的 结果 ， 它 将 建议 
一 些 置换 多 项 式 的 重要 性 质 。 卡 里 兹 的 结果 可 叙 
述 为 

定理 3.12 Bqg=1(mod 2)，o0. 则 jx) = 


L4 


SE ! +ax 不 是 Pr > DERE TR. 
证 ”如果 21r， 则 a 4 一 1， 利 用 推论 


3 .4 即 得 。 下 设 2tr. 3 m= a ‚Ng=-1ı 


=m (mod(m+1) ), FEA IER k 使 gq’ = km 
+1) tm,Mk(m+l)=m+1(mod q) 及 (m+ 1, 
q) = 1Älk=1(mod q). 根据 顾 米 特 准 则 ,只 需 证 
明 | 
(x™*t! + ax)it+"-1 (mod (x?” —x)) 


的 简化 次 数 为 q' - 1。 现 在 


ktm=1 
(x"tl paxyttmet m >, (rt) 
R } 
+}=0 
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qin itt Dk mele + i 
= 


a 1 )a algar-irmin-im 


k+m-i 
m- i 


其 中 H(X) 是 上 面 和 式 中 除去 j= m 一 1 这 一 项 所 剩 

THA. 4iemit, q’-1+m?-m- jm<xq’ - 

2; 4j<m-2N, Ar>1, Be @a’<q’-14+m’?- 

m-jm<2q' -3. Alb, Hx) Bw? ~x) 的 简化 

次 数 不 超 过 q’ - 2 。 剩 下 只 需 证 明 特 征 P TER 

二 项 式 系数 | 
( vem 


a" 8771 + H (x) 


Hik- 1=0(mod D, m<q, m&V0 (mod p), 改 由 
卢 卡 斯 引 理 得 
(* me. = (nt )=(7) 
=m==0(mod p) 
结论 成 立 。 口 
1962 年 ， 卡 里 效 猜 想 定理 3. 12 的 结论 对 形 如 


x+ ax 的 二 项 式 也 成 立 。 利 德尔 和 租 姆 斯 前 
不 久 证 明 ， 当 特征 ?之 5 时 卡 里 效 的 这 个 猪 想 成 
立 。 最 近 572 ， 我 们 用 较 复 杂 的 方法 完全 证 实 了 
卡 里 兹 的 这 个 猜想 、 于 是 有 

定理 3,13 设 q 二 1(mod 3), aCF,*, Wr. 


T 
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项 式 x 1 + ax AER, > 1) MERE RAR, 
上 述 两 个 定理 建议 下 述 更 一 般 的 问题 。 
问题 “ 设 m 六 1 是 正 整 数 ,g 二 1(mod m), ac 


* 。 能 否 证 明 x Han REP, >) AE 

Be. 

当 特 征 P 比较 大 时 ,这 个 问题 比较 容易 解决 ， 
困难 的 是 小 特征 了 的 情形 . 

定理 3， 12 和 定理 3.。13 还 建议 ， 若 f EF,[xj， 
f 是 F, 的 所 有 扩 域 Pr 的 置换 多 项 式 ， 则 这 种 多 
项 式 了 是 相当 稀少 的 。 事 实 上 ， 这 种 多 项 式 可 以 
被 完全 决定 如 下 。 | 

定理 3.14 设 JEF,[x]。 则 了 是 F, 的 所 有 
扩 域 的 君 换 多 项 式 当 有 是 仅 当 了 (x) =axs*+b， 其 
中 hh 是 茶 个 非 负 整 数 ，a 志 0， 了 是 FF， 的 特征 ， 

证 因 (p’,q" -D=1, 充分 性 是 AM, 
现 证 必要 性 。 

因 f 是 F, 的 置换 多 项 式 ， 对 F, 中 每 一 元 Cc， 
方程 f(x) =c 在 F, 中 有 唯一 解 4 .于 是 

f(x) -c= (x— d)* g(x) 

Hp k 是正 整 数 ，g(x) EF,[x], deg(g(x)) = 0 
或 8 是 Furx] 中 次 数 大 于 1 的 不 可 约 因子 g, 之 积 。 
WRB—g;, deg(g;)>2, rät deg(g;) 的 正 
倍数 ， 则 gi 在 F。+ PAH. BORE, 了 就 不 是 F。* 
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的 置换 多 项 式 。 因 此 ， 必 有 
fx) -c=ulx-d)', a*¥0 (3.5) 
分 别 取 c = 0 和 c = -1， 知 存在 4,，d1€F, 使 
a(x-d,)*'-~-a(x-d,)*=1 
VERS Hh x——>x + di 得 


a(x+di—-d,)* ~ax*=1 


ki 
= K\ i Cd. — gd.) tal 
"(Fe (di a | 


(* )=0(mod p) (0<j<k) (8.6) 


Kp'Sk<p't', NEERER. MARS", W 
j=p', 由 卢 卡 斯 引 理 得 


(a) 0 (mod p) | 

与 (3.6) TA, RELE k=p'. Hh (3.5) 
即 得 定理 。 口 

用 有 限 域 上 的 类 似 黎 曼 假设 ， 可 以 证 明 

定理 3.15” 设 XK>>2?，K 不 是 特征 p HHE. 
如 果 gq 之 (Kk? 一 4k+ 6)*, 则 x* + ax(as 0) 不 是 F， 的 
置换 多 项 式 ， E 

对 更 一 般 的 二 项 式 ， 即 f(x) =x" + ax; 的 情 
形 ， 也 有 类 似 结果 | | 


64 


3。 置 换 多 项 式 的 群 


设 1(x)，g(x) 是 F, 上 次 数 小 于 a 的 置换 多 项 
式 ， 则 多 项 式 f 和 & 的 合成 f(g(x)) 模 (x 一 x) 后 
仍 为 F, 上 次 数 小 于 9 的 置换 多 项 式 。 因 此， 在 合 
成 运算 下 ，F ,的 所 有 次 数 小 于 9 的 置换 多 项 式 作 
成 一 群 。 该 群 同 构 于 4 个 字母 上 的 对 称 群 S,。 事 
实 上 ， 对 FE。 的 任 一 次 数 小 于 dg 的 置换 多 项 式 
f(x), fo) 导出 F, 的 一 个 置换 o:。 作 映射 

Gy Foy 
则 gg 是 从 F ,的 所 有 次 数 小 于 q 的 置换 多 项 式 到 F， 
的 全 体 置换 的 上 映射。 不 同 的 f(x) 导 出 不 同 的 置换 
or， 因此 9 是 单 射 。 对 BE 的 任 一 置换 cc ， 由 拉 格 
朗 日 插值 公式 知 ， 存 在 F, 上 一 次 数 小 于 1 的 多 项 
AS (Xx) 使 1(c) = olc) 对 所 有 cEF H 成 立 ， 于 是 
f 寻 出 5, 故 9 是 满 射 。 进 一 步 ， 直 接 验证 知 9 
满足 
PD) =ojr=oroc=g( 有 9 (g) 

因此 9 是 一 个 同 构 映射 。 

上 面 的 讨论 指出 ， 对 称 群 S, 及 其 子 群 可 用 
F, 的 置换 多 项 式 群 来 表示 。 从 这 个 观点 出 发 ， 可 
以 预料 置换 多 项 式 在 群 论 中 是 很 有 用 的 ， 

定理 3.16 ieq>2, WS, Hx"? RF, 上 所 


65 


有 线性 多 项 式 生 成 ， 

证 首先，% 及 所 有 PP ,的 线性 多 项 式 均 是 
PE 的 置换 多 项 式 ， 因 此 都 是 So 中 的 元 。 其 次 ， 从 
对 换 (bc) = (ob) (oc) Cob) RS ,由 所 有 对 换 生 成 这 
两 个 事实 知 ， 只 需 证 明 对 换 (oa) 可 被 x* ?及 线性 
多 项 式 cx+ 有 cs0) 的 合成 所 表 出 。 多 项 式 

fax) = -PLCC - a) t? at)? 
—q)i~? | 

SE XT Klo), BISCO) =a,. fla =0, Yck 
0，4a 时 有 f。(c) =c。 因 为 fs (OE x RRM 
多 项 式 合成 而 来 ， 故 定理 的 结论 成 立 , G 

从 定理 3. 16 不 难 着 出 有 下 述 = 

定理 3.17 设 42，c 是 F, 的 一 个 固定 的 本 
ER. MWS, Hex, x+ 1x?" BAER, 

类 似 地 ,可 以 得 到 交错 群 A, 的 生成 元 这 
里 交错 群 A, 是 由 5S, 的 所 有 偶 置换 组 成 的。 与 偶 
置换 相对 应 ， 如 果 PF, 的 置换 多 项 式 了 导出 Pi; 的 
ARE BES 了 是 F。 的 偶 置换 多 项 式 。 

引 理 3.18 设 q 人 >2，aER,，。 则 x+a 和 (xs=: 
+ 0) 是 F, 的 侦 置 换 多 项 式 ，ax 是 偶 置 换 多 项 
式 当 且 仅 当 4 是 F,* 中 的 平方 元 ，x*-! 是 侦 置 换 
多 项 式 当 且 仅 当 q=3 (mod 4). | | i 

证 x+a 导 出 的 置换 由 p's! 个 形 如 (a, at 
a, e, atO- ta) 的 长 度 为 2 的 团 组 成 ， 这 
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里 4=? .因此 ， 当 2+p 或 4=2 而 e>1 时 ，x+a 是 
偶 置 换 多 项 式 。 

wi) HERE + a 及 两 个 同样 的 置 
换 x* :生成 ， 因 此 (xs :+a =: 也 是 偶 置 换 和 多 项 
式 。 ` 

ax 是 置换 多 项 式 当 且 仅 当 a 寺 0。 设 a=c'， 
则 ax 由 s 个 cx 合成 而 来 。cx 导 出 的 置换 是 一 长度 
为 (gq 一 1) 的 图 ， 故 当 9 为 奇 时 ，cx 是 奇 置换 。、 
4 为 偶数 时 ，F, 中 的 每 一 个 元 都 为 平方 元 。 由 此 
推 得 ，ax 是 F, 的 偶 置 换 多 项 式 当 且 仅 当 a 二 0， 且 
a 是 F, 的 平方 元 。 

BA, HER, 一 10,1, 1} 的 所 有 元 素 依 


对 换 双双 配 对 。 当 24q 时 ， 共 有 II Nr 
当 219 时 ， 共 有 -4 一 个 对 换 (此 时 1= -1)。 故 


x 全 ?是 偶 置换 多 项 式 当 且 仅 当 g=3 (mod 4). C 
设 q 二 2， 定 义 下 列 置换 多 项 式 的 集 ， 
Lo={axtblaEF,*, bEF,} 
AL,=1(x'”’+0)°*? |aGF,} 
Q, ={a°x+blaCF,*, bEF,) 
这 些 集 在 模 (x? -的 合成 运算 下 均 作 成 Bre 容 
易 证 明 


定理 3. 19 设 4>>2， FAKTEN. 
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(i) 工 , 由 cx 种 x 十 1 生成 ， 
Gi) Q, 由 cx 和 x t 1ER, 
Gii A, H TRAL MO, ÆR, 
(iv) A Hex, xt IR ADTT ER 
KMFE, ECU FES A 
多 项 式 类 如 下 : 
P(0) = {g (*%, 0) | k 是 正 整 数 ， 
(k,q?-1)=1)} 
P(a) = {g.(x,a)| 是正 整 数 ， 
(k,q- 1) =1}, a¥0 
则 有 
定理 3'20 Pa@ 在 合成 运算 下 作成 一 群 当 且 
仅 当 a= 0， 土 1， 进 一 步 ， 当 a= 0， 土 1 时， 还 有 
gr (B2(X,Q), a) = gin (Xa) . Abs a=0, +1 
时 ，P(a) 是 阿 贝 尔 群 。 
另 一 类 与 置换 多 项 式 有 关 的 群 是 伯 蒂 一 马 修 
群 。 它 是 由 伯 蒂 在 1852 年 ， 马 修 在 1862 年 独立 避 
进 的 。 | | 
BF KF WIM, Zug 一 多 项 式 


yi 
L(x) = Luxt'EFer&) (8.7) 


定理 3.7 表 明 L(X) 是 F,!: 的 置换 多 项 式 当 . 且 仅 当 
工 (x) 仅 有 一 个 根 在 F,: 中 、 即 根 x= 0， 从 这 个 结 
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论 出 发 ， 利 用 线性 代数 的 知识 可 以 证 明 形 如 
(3.7) 的 置换 多 项 式 在 模 (x* -x) 的 合成 运算 
下 作成 一 个 群 ， 这 个 群 称 为 伯 蒂 一 马 修 群 。 可 以 
证 明 
定理 3.21 ERHEBEN i T F, 上 
rxr 阶 韭 奇异 矩阵 在 矩阵 乘法 下 作成 的 一 般 线 
性 群 GL(r,F,)， 


4。 例 外 多 项 式 


B f EFO 中 次 数 大 于 零 的 多 项 式 。 了 是 
F, 的 置换 多 项 式 等 价 于 ， 对 任何 不 同 元 a, mE 
F, 均 有 f(ai) 志 f(as)， 即 


fCaı) - f (az) 0 
0,0202 


因此 ，f(x) 是 BF 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 两 个 变 元 
的 多 项 式 


$x,y) = Laia (3.8) 
EF, Pixs vA. WERK WER Cx yA 
一 不 具有 a(x 一 9) 形状 的 绝对 不 可 约 因 子 ， 则 当 
4 充分 大 时 ， 应 用 著名 的 兰 一 魏 依 定理 知 该 因子 
在 F, 中 有 一 x 二 yy 的 零点 。 这 样 ,p(x,y) TE Fh 
就 有 x 二 >》 的 零点 ， 因 此 f(x) 就 不 是 F, 的 置换 多 项 
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式 。 从 这 个 观点 出 发 ， 可 以 预料 有 限 域 上 方程 的 
深入 理论 可 用 到 置换 多 项 式 的 研究 上 ， 而 置换 多 
”项 式 的 判别 有 可 能 归结 为 绝对 不 可 约 多 项 式 的 研 
完 。 本 节 的 目的 就 是 介绍 这 方面 的 结果 ，。 

设 g(Xx,y) CP. (x,y). Uke (x,y) FEF, 的 任 
何 扩 域 上 都 是 不 可 约 的 ， 则 称 8 是 FE, 上 的 绝对 不 
可 约 多 项 式 。 利 用 这 个 概念 ， 假 设 

ECx, Y) =anBı "gar", (3.9) 
E $ EF, (x,y) BE aR, Bpa, 是 的 
首 项 系数 ，g;[x,yJ 是 F, 中 的 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 
上 面 已 经 说 明 ， 若 茶 一 g; 在 F, 上 是 绝对 不 可 约 
MH, He:Fatx-y), WY 充分 大 时 ， 了 不 是 
F, 的 置换 多 项 式 。 这 个 结果 导致 下 述 

定义 ”在 分 解 式 (3.9) 中 ， 若 ,上 任 一 个 
绝对 不 可 约 的 g; 均 具有 形状 a(x -y, MRS 是 
,上 的 例外 多 项 式 。 

利用 例外 多 项 式 的 概念 ， 上 述 结果 可 叙述 为 

定理 3.22 Gf AEF, LM SAMAR, W 
当 g 充分 大 时 ， 了 不 是 FE 的 置换 多 项 式 。 

在 素 域 F, 的 情形 ， 例 外 多 项 式 的 概念 是 由 达 
文 波 特 一 刘易斯 于 1963 年 引进 的 。 我们 给 出 的 定 
义 与 一 般 例外 多 项 式 的 定义 是 不 同 的 ， 利 用 上 述 
新 定义 ， 关 于 置换 多 项 式 的 结果 可 以 得 到 更 完备 
MER, 
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一 个 值得 注意 的 问题 是 定理 3。 12 AG DEE R 
VW, BNW f 是 F,[x] 中 次 数 大 于 零 的 例外 多 项 
式 ， 则 当 4 充分 大 时 ， f 是 不 是 F. 的 置换 多 项 
1967 EN, ZWA REH, APPLE 


例外 多 项 式 ， 特 征 p> de, Mf 是 F。 的 置 


换 多 项 式 。1968 年 2， 威廉 斯 给 出 了 这 一 结果 
的 一 个 简单 证 明 ，1970 年 (142 ,科恩 完全 解决 了 
定理 3.22 的 逆 间 题 ， 他 用 代数 数论 的 方法 证 明了 
下 述 更 强 的 结果 ， 

定理 3.23 RS EF Cx) 中 次 数 大 于 零 的 例 
外 多 项 式 ， 则 了 是 F, 的 置换 多 项 式 ， 

综合 定理 3.22 和 定理 3.23 得 

定理 3.24 设 f 是 F,[x] 中 次 数 大 于 零 的 多 
项 式 。 存 在 与 f 的 次 数 deg(f) =n 有 关 的 常数 c，， 
只 要 g>c,， 则 了 是 B, 的 置换 多 项 式 当 且 仅 当 # 
是 F, 的 例外 多 项 式 ，。 

如 果 qc: 时 ， 定 理 3.24 也 成 立 , 则 定理 3.24 
给 出 了 判别 置换 多 项 式 的 一 个 理想 准则 。 因 此 ， 
次 定 定理 3.24 对 q<sc, 是 否 成 立 是 一 有 重要 意义 
的 问题 。 | 

下 面 我 们 介绍 一 个 著名 的 猜想 。 

卡 里 兹 猜想 给 定 一 个 正 偶 数 上， 存在 常数 
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Cr, RE SGC, WF, 无 次 数 为 的 置换 多 项 
对 卡 里 效 猜 想 ， 当 ?= 2 时 比较 容易 解决 (下 
面 将 证 明 这 个 事实 ) 。 巡 克 进 的 置换 多 项 式 表 解 
决 了 un =2,4,6 的 情形 。1963 年 ， 达 文 波 特 和 刘 易 
斯 解决 了 a 为 素数 的 情形 〈 见 定理 1'19) 。 在 4 
ARM MAI, HAL RAIA IC OO, We 
REJLIK T1966 年 还 得 到 了 定量 的 结果 。1967 
年 4) ENT MRE Tn = 10K EIB. RI, R 
们 解决 了 za = 12 和 14 的 情形 。 综 合 这 些 结 果 有 有 
定理 3.25 卡 里 效 猜想 对 <18 均 成 立 。 
”根据 定理 3.24， 卡 里 兹 猜想 可 等 价 地 叙述 
为 。 给 定 一 个 正 偶数 n， 存 在 常数 c,, 只 要 奇 q>> 
c，， 则 Fs 无 次 数 为 n 的 例外 多 项 式 ， | 
定理 3.26 给 定 一 个 正 整 数 n, 存在 常数 
cs， 只 要 q>cs，(n,q) = 1， 且 F, 有 一 单位 根 5 关 
1， 则 F, 无 n 次 置换 多 项 式 。 
WE 设 1EF,j[x)，deg(f) =n. RE 
(x,y) = jo- £9 Saug ig, 
o (8.10) 
E o EF CRY EREDE AF BF, 的 
代数 闭 包 , a: 是 f 的 首 项 系数 ，g; 是 F, 上 首 1 的 绝 
对 不 可 约 多 项 式 。 若 能 证 明 , 某 一 g; CF,Cx,y), 
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县 g; 产 a《x 一 y)， 则 g; 是 F, 上 的 绝对 不 可 约 多 项 
式 ， 且 g; 关 a(x ~ y)。 册 兰 一 魏 依 定理 得 定理 成 
立 。 | 
Bh, ANI È g; 的 次 数 最 高 的 齐 次 部 
分 ， 显 然 有 
X=" onen, (3.11) - 
x-y | 
BE, +, Eni 是 Fs 的 不 等 于 1 的 所 有 nn 次 单位 
根 ， (3.11) 给 出 
(X - Exp) X- Èra y) = hireh, 
| a (3.12) 
因 p t n Ëi «+, 6. :2R ARAM, Wix- Eye 
F Cx, y REBR: PASE, AE (x-Ey)} 
RK o 是 F,[x,y)] 到 自身 的 下 述 同 构 : 
o( A QH1EX 3 ) = rg tex iy 
(3.13) 
将 o 作用 于 (3 .10) 的 两 端 。 因 6$ EF,[Cx,y], KK 
o(a.)=a,, o(6)=6, Alto Eike... 令 o (8g,) 
= gr"， 此 处 1 委 msr, 则 c(P) =ha. (x-Ey) FE 
0 作用 下 保持 不 变 ， 现 有 (x - Ey) lh, Bix - Ey 
整除 oCh,) = ha, Ax - 6y 恰 整除 hi; 中 的 一 个 ， 即 
h,， 我 们 推 得 hn = h,， 即 g,=olg,)，g, 在 ga 之 下 
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不 变 。 注 意 F, 关 于 F, 的 所 有 自 同 构 由 o 生成 ， 
这 就 意味 着 g, 在 F, 的 任何 自 同 构 下 不 变 。 因 此 g, 
EFX y) pÆ EWART AE WA. M 
(x- Ey) |h,, E+18g *+a(x- y). A FAR 
F, 上 的 例外 多 项 式 ， 由 定理 3.22 即 得 。 

推论 3.27 Bn EEB. FEC, RE 
q>ca, (n,g=1, WF, Ln KERS AX 

证 在 定理 3.26 中 取 E= - 1 立 得 。 

特别 ， 当 n= 24 或 4 为 素数 时 ， ert 
成 立 。 

推论 3.28 Hin WHER, (n,@=1, Ë 
分 大 ， 则 F, 有 次 数 为 n 的 置换 多 项 式 当 和 且 仅 当 
(n,q-1)=1. | 

证 #ing-D=1, Mia) =x" MERE. 
#in,g-D>1, MF: AFMR EA HER 
3.26 即 得 。 

比 卡 里 效 猜 想 更 广泛 一 些 ， 可 以 提出 下 述 

猜想 设 # 是 给 定 的 正 整 数 .存在 常数 c, ,只 
Eq>c,, Hn ARE PAR, WF, 无 nn 次 
置换 多 项 式 。 

当 HBAR, ERA FAR 
”以 上 的 讨论 表明 有 限 域 上 方程 的 理论 ， 主 要 
是 兰 一 魏 依 定理 (这 是 类 似 黎 曼 假设 的 结果 ) , 


74 


可 用 来 证 明 满足 某 些 条 件 的 多 项 式 不 是 置换 多 项 
式 。 类 似 黎 曼 假设 也 可 用 来 证 明 某 些 多 项 式 是 置 

196646 012), 卡 里 效 和 韦 尔 斯 用 类 似 黎 曼 假 设 
HE BA 

定理 3.29 edl, ela- D, 当 4 充分 大 
时 ， 存 在 cEE, 使 得 [= x* (x +a) Er 的 加 换 
多 项 式 对 所 有 (c,qg- 1) = 1,k 之 1 均 成 立 ，。 

用 他 们 的 方法 ， 还 可 证 更 一 般 的 

定理 3.30 He>1. e|(q-1)，g(x) 是 F, 上 
次 数 大 于 零 的 多 项 式 ， Ha 充分 大 时 , Fac 
F, 使 得 =x (glx ® T) +4) ‘EEF, 的 置换 多 项 式 
对 所 有 满足 Kk 之 1，(c,q 一 1) =1 均 成 立 ， 


5。 完 备 映射 


whe F Cx). MRS (x), FO) +x 均 为 F, 的 置 
换 多 项 式 , 则 称 j 是 F, 的 完备 映射 多 项 式 ,简称 完 
备 映射 。 这 个 概念 是 由 曼 在 1942 年 研究 正 交 拉 丁 
方 的 构造 时 引入 的 。 到 目前 为 止 ， 关 于 完备 映射 
的 结果 尚 不 很 多 ， 本 节 介 绍 一 些 主要 的 结果 。 

因为 置换 多 项 式 已 有 一 些 判 别 的 方法 ， 从 理 
论 上 讲 ,完备 映射 已 有 了 判别 的 方法 。 但 从 这 个 
角度 去 判别 完备 映射 ， 常 常 是 很 复杂 的 。 下 面 的 
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EHA TARAA A ROE. 
E3331 q>3, MEF MEARNS 
项 式 的 简化 次 数 不 超 过 (4 一 3)，。 
证 ” 先 证 a 为 奇数 的 情形 ， 紫 时 比较 容易 ， 
设 f 是 F, 的 一 个 完备 映射 ， 则 了 ，f+x 都 是 F, 的 
置换 多 项 式 。 MERE 则 A, TO), fc’, 
Cf Cc) +20) BECK" 一 x) 的 简化 次 数 都 不 超过 4 ~ 2° 
再 利用 等 式 | 
C(x) +x)? = f(x)? + 2xf x) +? 
(3.14) 
48 f(x) AUT EBA BRT (q- 9. 
下 面 证 明 a 为 偶数 的 情形 ,此 时 有 qq=25. 熟 
知 ， 有 限 域 F, 同 构 于 茶 一 代数 整数 环 E 的 剩余 类 
环 E/2B, 设 1 是 EE 到 F, =B/2E 的 标准 环 同 态 , 令 
n(x) = x， 则 人 可 扩充 为 BCx] 到 PFCx] 的 一 个 环 
BE, RASEK N. WE 是 F, 的 一 个 生成 
KT, g 是 8 在 1 下 的 一 个 道 象 ， 则 有 
g,’'==1(mod 2). 8,'=(mod 2) 
(O<i<q- 1) | (3.15) 
RE." =1(mod 4), 则 因为 有 如 下 的 等 式 


(n=) 


mp 188 o, TERN SEHD 
6 + 2a (a-1) 7, 
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de) (en 
=](mod 4) | (3.16) 
和 
(eE) -ne 
(3.17) 


RRM, 我们 可 设 

g,°"'=1(mod 4) (3.18) 
QS = {g,'|0Si<q- 2} 010), MERS=a,_,x'7"° 
+4,=: X’ +e +a (a; EF,) 是 F, 的 完备 映射 
〈 据 厄 米 特 准 则 ， 可 设 了 具有 这 种 形状 ) ， 设 
F(X) =b,2:%1F? +b 53X17? ++ +b,(b; CE) 是 
PORTER, WEN 

(nC F(%) |x€S} = (n( F(x) +x) |x ES} 

=F, 
因此 有 | 

ŽUP’) = D(x+2:68)? (3.19) 


其 中 当 XE S 时 ，G(x) EE。 (3.19) 可 进一步 简 
化 得 
PG) = 2x? (mod 4) 


_ g, =D —1 
8-1 
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=0(mod 4) (3.20) 
RA (AF +x 也 是 置换 多 项 式 ) 
2 (F(x) +x)?=0(mod 4) (3.21) 


Oss II F(X) +x)? = IuF(x)? 
XES j . xES 
十 2,2 +2 2 ,xF (x) 
xES KES 
==0+0+2 db, xt! 
° ES 


==- 2b,=: (mod 4) 
7340 ,-,=0(mod 2) ,因此 a,=; = 171(bs=;s) =0， 
E f 的 简化 次 数 不 超过 (q- 3). L 
1982209, PERREN HT EM 
3°31, HERT < 为 奇数 的 情形 。 他 们 把 4a 为 偶 
数 的 情形 作为 一 个 遗留 问题 提 了 出 来 ， 这 个 问题 
最 近 被 作者 之 一 解决 ， 见 [5 ]。 
定理 3"31 在 茶 种 意义 下 是 最 佳 的 。 例 如 ， 
x + 3x 是 FF1 的 完备 映射 ,其 简化 次 数 为 4=7 3。 
又 如 ， 了 =ax(a 关 0,1) 是 FF 的 完备 映射 ， 其 简化 
次 数 为 1 = 4-3, 
定理 3'32 ”如果 了 是 F, 的 完备 映射 ， 则 
Ci) Xja,bEF,, f(x+a) +b 均 是 ,的 完 
省 映射 。 | 
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Gi) MacCF,*, af(a'x) BF, 的 完备 映 
At. | 

(iii) # h(x) CF, Cx) fei) Hy Bt x 射 ， 则 
h(x) 也 是 F, 的 完备 映射 。 

iE (i) f(x+a) +b 显 然 是 置换 多 项 式 。 
RICH) +x 也 是 置换 多 项 式 ， 故 jxX+a) +b+xX= 
(f(x+4a)+x+Q)+b-a 也 是 置换 多 项 式 ，(i) 成 
立 。 

Gi) WFO) 7af latx), g(x) = f(x) +x. 
Mf (x) +x=afla”'x) +raa”'x=agla"'x).. A 
W, fx), FO +xQAF HERE 项 式 。 
(ii) MW, 

Gi) h BREF, HERS AK. MAAC) 
+c=h(c) + f(h(c)) =g(h(c)  MMACEF, WR 
We, Wh) +x 也 是 F, 的 置换 多 项 式 、(iii) 成 
x. O | 

利用 迪克 逮 的 置换 多 项 式 表 ， 利 德 奈 特 和 重 
宾 逊 也 给 出 了 次 数 不 超 过 5 N REN? EAN 
HZ WAR. 

在 本 章 第 二 节 中 ， 给 出 了 置换 多 项 式 的 各 种 
构造 ， 这 些 结果 可 用 来 构造 完备 映射 的 例子 。 下 
面 介 绍 由 二 项 式 和 迪克 偿 多 项 式 组 成 的 完 备 映 
定理 3°33 Hg ARAM, Mla) F, HE 
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q + 


Max? +bx(a 关 0) 的 完备 映射 的 个 数 ， 则 有 


MO ZEIT 


其 中 
(= j- {> W q==1(mod 4) 时 ， 
1,4 q=- 1(mod 4) 时 。 
iE 设 b=at。 由 定理 3.10 知 f(x) = ax ?+ 
px=ax ® +atx 是 F, 的 完备 映射 当 且 仅 当下 面 两 


个 式 子 同 时 成 立 。 
po tte | +l, 0 (3.22) 
1l-c 
at+1 _ 1 _ 1+d? 
at 1-d?’ d #1,0 
(3.23) 
上 述 两 个 式 子 又 等 价 于 


1 i1+d@ 1+c 


— = 


a 1-d? 1-c? 


, 41,0, CEL, 


0,c? 4d? 
因此 | 
M(q) = | {{c?,d?}|c2#1,0,d’#1,0,c? 
dè} | 


(+ (2) aan, se 
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Mer, al a-i -1 rl ))) 


种 取 法 。 于 是 
wo) 
ed) 


设 aEP4*，S。= {ox +bxlbER,}, W 
S, 把 形 如 ox > ` + bx(a 夫 0) 的 二 项 式 化 分 成 (q- 


1) 个 多 项 式 类 ， 定理 3.33 表 明 大 约 有 4 TAER 


射 分 布 在 这 (4- 1) 个 多 项 式 类 中 ， 那 么 这 种 分 布 
征 否 是 均匀 ? 用 类 似 黎 曼 假 设 可 以 证 明 这 种 分 布 
确 是 均匀 的 ， 即 有 
定理 3'34 BACK ,M。 (OERS 项 式 类 
Ss 中 完备 映射 的 个 数 。 则 有 
M. (q) = =O q) (3, 24) 


+ 


特别 ， 形 如 x + bx 的 完备 映射 的 个 数 是 + 


O (wd) 个 。 

定理 3.35 设 F, 是 满足 q 汪 5 的 有 限 域 ， 则 F，。 
有 简化 次 数 大 于 1 的 完备 映射 。 

证 当 4 为 奇数 时 ， 由 定理 3. 33 立 得 。 下 面 
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证 明 当 9 为 偶 且 9 之 5 时 ,P， 有 4 次 完备 映射 .因为 
Pr, ES 次 的 首 1 不 可 约 多 项 式 的 个 数 是 N= — (4 


-0a) >P (9 >5)， 故 存在 Fe 中 的 一 双 元 素 {a,， 

Q2) 以 及 不 同 的 元 素 d,，d 售 Xx3+tax’+tax+d;(i 
=1,2) 在 F, 上 是 不 可 约 的 。 作 变换 x 一 ->x -a, 得 
到 FF。 上 两 个 不 可 约 多 项 式 x? + bx +ci(i= 1, 2), 

c, 关 Cc。 下 利用 第 二 节 的 置换 多 项 式 表 得 


f(x) = (x* + bx? +¢,x) 


1 
(Cc2— C0,) 


FEF ,的 一 个 完备 映射 。 

当 g 委 5 时 ， 和 定理 3， ru. HIF, HR 
数 大 于 1 的 完全 上 映射。 从 定理 3. 3141, Rag IE 明 
当 q = 5 有 时， 不 存在 二 次 完备 映射 。 因 为 当 g 为 奇 
时 ， 二 次 多 项 式 x? +ax 不 是 F, 的 置换 多 项 式 (x? 
+ax=x(x+a)), RF, 上 不 存 企 二 次 完备 映射 。 

RCO , 穆 伦 和 利 德 妹 特 考虑 了 与 迪克 偿 
多 项 式 有 关 的 完备 映射 间 题 。 他 们 证 明了 

定理 3.36 设 k 之 2 是 整数 ，a, b,cEF,， 
ab#0, F WEED. g: (x, OR HEME MN, 
Wbg , (x,a) + cx 是 F, 的 完备 喘 射 ， 则 必 有 下 述 
条 件 之 一 成 立 ， 

(i) k>3, plk. 

(ii) k>4, ptk,q< (9k? - 27k + 22)?. 
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定理 3. 36 可 从 下 述 定理 推 得 

定理 3.37 在 定理 3.36 的 条 件 下 ， 如 果 
bg: (xa) 十 cx 是 FF WERE Wisk, WA PRR 
件 之 一 成 立 。 

(i) k=3, c=3ab, g=?(mod 3), 

(ii) k>3, plk. 

(iii) K>4, płk, q< (9k? - 27k +22)? 。 

定理 3. 37 基 于 类 似 黎 曼 假设 及 下 述 关 于 多 项 
式 绝 对 不 可 性 的 定理 ， 

定理 3.38 设 k 之 2 是 整数 ,a,c EF,, aco. 
则 多 项 式 


. k knak k 
X 一 0 X 一 
FR == ° x-1 
+ex*~tytot (3.25) 


在 下 列 条 件 之 一 成 立时 是 F, 上 的 绝对 不 可 约 多 项 
式 。 

G) k=2, 

(ii) k=3, c#3a, p#3, 

Gii) K>4, płk. 

定理 3- 38 中 条 件 Gi) 是 否 可 以 扩 广 成 “k 

>A, k RERE PHIR” 2 EBE M 利 德 
深 特 提出 的 一 个 未 被 解决 的 问题 ， 


注 ”本 节 中 介绍 的 完备 映射 可 以 当 作 是 满足 附加 条 件 8 
换 多 项 式 ， 关 于 满足 附加 条 件 的 置换 多 项 式 还 有 一 些 工 作 。 狼 
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+E He 7E19604F ©) , 哥 德 伯 格 在 1970 年 (1!8) oe TP Ay OK 在 1963 
EGO, EHTRZTRAWN-TEEHR,. MNWARA MH 
定理 3.39 设 G 是 Fqx 的 一 个 真子 群 ， 了 了 EFX), descf) 
<q, MIRE 
fo) -fb) eg (3.26) 
a-b 
WHAS, DE Fs, CADW MUNRE AEE KL) =cx?? +d, 
其 中 cE God€Fq,pi=1iCmod m) »mERGEF o* HH 
容易 看 出 ， 满 足 (3,26) 的 多 项 式 是 忆 q 的 置换 多 项 式 。 当 
G=Fo tH, 0.29 成 立 与 (x) 是 Fg 的 置换 多 项 式 等 价 ， 


MR AR AE Git 


K- 
pP 


\ 
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1。 初 等 数论 


1。 任 给 两 个 整数 aG，bD， 其 中 b >0， 如 果 存 
“在 一 个 整数 《使 得 等 式 c= 54 成 立 ， 则 称 b 整除 
a ， 记 作 bla， 此 时 4 叫做 5 的 倍数 ，b 叫做 a 
的 因数 。 如 果 b 不 能 整除 c ， 就 记 作 bt a, 

2。 设 a，b 是 两 个 任 给 的 整数 ， 其 中 2 >>0， 
则 存在 两 个 唯一 的 整数 gq 和 上， 使 得 

a=bqtr, 0Sr<b 

r 称 为 a 模 b 的 最 小 非 负 剩余 。 

3. Ways On n SER (n2>2), ne 
数 4 是 它们 之 中 每 一 个 数 的 因数 ， 那 么 d 就 叫做 
am…an 的 一 个 公 因 数 ， 所 有 公 因 数 中 最 大 者 U 
做 最 大 公 因 数 ， 记 作 (a,…,a;)。 如 果 (a,，…,a,》 
=1, Me,» AR. MME Kent RH 
倍数 ,那么 把 严 叫 做 这 于 个 数 的 公 人 倍数, 一切 公 售 
数 中 的 最 小 正 数 称 为 最 小 公 倍 数 ， 记 作 [a,,…， 
An). 


4。 一 个 大 于 1 的 整数 ， 如 果 它 的 因数 只 有 
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1 科 它 本 身 ， 这 个 数 就 叫做 素数 ， 否 则 就 叫做 复 
合 数 。 最 小 的 几 个 素数 是 2 3, 5, 7, 11, 
ja in 10 AE TAT MER 
一 地 分 解 成 素数 攻 之 积 ， 

Qa=p." pit, @;>0(i=1,:,k}) 
这 里 p<p<…<p: 是 素数 。 上 式 称 为 6 的 标准 
分 解 式 。 该 结果 称 为 整数 的 唯一 分 解 定理 。 

5。 设 正 整 数 4，5 的 标准 分 解 式 为 

a=p ep. ss, a,>0li=1,"-,$) 

b =p, ep., b,>0li=1,"-,s) 
则 a 和 45 的 最 大 公 因 数 (a,b) 和 最 小 公信 数 Ca,b] 
可 计算 如 下 : 

(a,b) = p,"ialerba)...n mintes.bs) 

Ca, bJ = p," 3 bD uep maxtasıds) 
其 中 min(a;,b;)，max(a;,b;) 分 别 表示 a; ,b, 
中 的 最 小 者 和 最 大 者 。 进一步 还 有 ab = (a,b) Ca, 
b), 

6. ME-TEEMDO0, 如 果 对 两 个 整数 a， 
bämla-b, Eike, REM RHA 相 同 ， 则 
称 ag，b 模 mm 同 余 ， 记 作 

a=b(mod m) | 

Lim Ay, 可 以 把 全 体 整数 按 余数 来 分 类 ， 
几 用 m 来 除 后 有 相同 的 余数 者 都 归 成 同一 类 。 这 
样 ， 便 可 把 全 体 整 数 分 成 多 个 类 
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{0}, {1}, = {m= 1} 
LAK Ahm HRB, CMARM- ME mt 
元 的 集合 ， 记 为 Z/(m) 。Z/ Cm) 作成 一 个 环 ， 称 
为 模 m 的 剩余 类 环 。 当 m = p 是 素数 时 ，Z/ (p》 还 
是 一 个 域 ， 也 记 作 F,. | 
如 果 从 每 一 个 剩余 类 中 取出 一 个 元 ai (i= 0， 
1, ,m-D, Mlansas' sand, Mem Ky— 
个 完全 剩余 系 。 
7。 设 x 是 任 一 实数 ， 用 [xz 表示 适 合 不 等 
式 
AKL | 
MER, OIRA x 的 整数 部 分 ，[xj 实 际 上 就 
是 不 超过 x 的 最 大 整数 。 在 1,2,…,n 中 怡 有 


过 | 个 数 是 mn 的 倍数 ， 
8 。 Bey Cn) E80, 1," ‘m-i, HEMER 


的 个 数 , MSR m = p,e pi" He "REITER 
则 有 


o (m) = m(1- — {1 - +) 
p (m) PR JI WK BE BL = (a,m) = 1 时 ， 有 


a? ‘M==1(mod m) 


特别 ， 当 m = p 是 素数 时 ， HTo(p =p-1 > 故 
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Xf (a, p) = 145 . 
a’-*==1(mod p) 
此 即 费 马 小 定理 。 
9。 设 了 是 素数 ,ai; 是 整数 ，i= 0,1 on, 
pta, ， 则 多 项 式 同 余 式 
GaX +Q,_,X" "tee traxX+a,=0(mod p) 
的 解 x(0x<p 一 1) 的 个 数 不 超 过 n ， 重 解 按 重 
数 计算 ， | 
10, im>0, Micln,m)=1, HARK 
x’=n(mod m) 
有 解 ， 就 称 n 为 模 m 的 二 次 剩余 ， 如果 上 面 的 同 
ERRAR, MAn 为 模 m 的 二 次 非 剩 余 。 
设 p>2 为 素数 ， 共 及 (Dp 一 了 个 模 了 的 二 次 
HR Cp 一个 模 D 的 二 次 非 剩余， 且 
1,2 (CD 一 1)) | 
即 为 模 P 的 全 体 二 次 剩余 。 
设 p tn， 定义 勤 让 德 符号 如 下 | 
ON 1, Mn BMP 的 二 次 剩余 ， 
-1, 如 果 n 是 模 P 的 二 次 非 剩余 
则 有 | 
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Goo 全 
(Sn) 


其 中 最 后 一 式 称 为 二 次 互 倒 律 ，p，4 是 不 同 的 奇 
素数 。 

. Bla,m)=1,mRs>0,a’=1(mod m), 
而 对 于 比 s 小 的 正 整数 之 ， 均 有 a* 关 1(mod m), 
则 称 a Kim HUB s 。 可 以 证 明 *|e(m)。 当 
s=o(m) Wy, a Wi Rim WR. m 有 原 根 的 充 
分 必要 条 件 是 m =2,4,p',2p', Hk, PÆ 
奇 素数 。 当 了 是 素数 时 ， 同 余 式 

x*=1(mod p) 
的 解数 是 (s,p 一 1)。 
12。 设 m,,…,mi 是 k 个 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 


M=m, mi, Mi = 则 同 余 式 组 


x==b,(mod m,) 
 x=b,(mod m,) 


x==b, (mod m,) 
有 唯一 解 x= M,’M,b, + «++ +M,'M,b,(mod M)» 
SEM, WE 

M,’M,=1(mod m;) (1SiSck) 
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上 述 结果 即 为 著名 的 孙子 定理 ， 
13, 阶乘 函数 定义 为 m! =m(m-1)261, 
Ol=1. wa, en 定义 二 项 系数 


(. )- ar war 


利用 这 个 符号 ， 二 项 式 的 方 寡 (x+?y) WEHN 
(x+y)"= al \giyr-t 
aU 
14, PRS. im, n 是 两 个 正 整 数 ， 
Pp 是 一 个 素数 ， 
m=a,+a,p++a,p' (0Sa; Sp- 1) 


n=b)+b,p+--+b,p' (0b; <p-1) 
是 它们 的 了 进位 展开 式 ， 则 有 


we 


2,434, H 


1. 设 G 是 一 个 非 空 集 ，G 上 定义 了 一 个 二 
a” 满足 足下 列 性 质 : 

) 结合 律 对 任何 6，b，cEG 有 

ax (bec) = (axb)xc 
(ii ) 存 在 G 中 的 单位 元 。 满足 ， 对 任何 
acG, — | 
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ake = e€*a—a 
(iii 对 任何 aeEG， 存 在 一 个 道 ia! EG 使 
axa” '=a"*'sa=e 
满足 上 面 三 个 条 件 的 集合 G 称 为 一 个 群 。 如 果 G 
还 满足 
(iv ) 对 任何 a bEGH 
axb =bxa 
则 称 G 是 阿 贝 尔 群 〈 即 交换 群 ) 。 

如 果 在 群 G 中 存在 一 个 元 素 g ， 使 得 对 任何 
a€EG 都 存在 一 个 整数 ji， 使 得 a=g'， 则 称 8 是 
G 的 一 个 生成 元 ， 称 GG 为 一 个 循环 群 。 

如 果 群 @G 只 含有 限 个 元 ， 称 G 为 有 限 群 ，G 
中 元 素 的 个 数 称 为 G 的 阶 ， 通 常用 |G| 表 示 。 

如 果 G 是 一 个 阶 循环 群 ，g 是 G 的 一 个 生 
成 元 ，g1 = gf1， 则 g, 也 是 G 的 生成 元 当 且 仅 当 
Gjn)=1, | 

WRCEH-TTEHECHNER TEHER— 
个 群 ， 就 称 互 为 G 的 子 群 。 定 义 

aH = {ah|h€ H} 
则 记 有 aH 把 G 分 成 若干 个 不 相交 的 子 集 。 每 一 子 
集 aH 称 为 G 关 于 博 的 一 个 左 陪 集 。 类 似 地 定义 
Ha = {halhn EH} | 
Hoth GRFH WARK. 如果 玉 是 G 的 一 个 有 
限 子 群 ， 则 每 一 个 左 陪 集 初 右 陪 集 的 元 素 个 数 相 
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同 。G 关 于 五 的 左 陪 集 (RAR 集 ) 的 个 数 称 
为 H 在 G 中 的 指数 , w A CGH. $ LIG] = 
[H| EGH), 

RG —>H ERG BREH NER, in 
RX Ea, bEGH A 

fCa xb) = f(a). f(b) 

即 了 保持 G HIE, WEK f ER G PRH MN 
同 态 。 如 果 了 是 满 射 ， 即 五 中 每 一 元 都 是 G 中 某 
一 元 的 象 ， 则 称 f 是 满 同 态 ， 如 果 f 是 单 射 ， 即 
žab}, f(a) fb), MA 了 是 单 A. DIE 
又 单 的 同 态 称 为 同 构 ， 此 时 G 和 五 称 为 同 构 的 
群 ， 当 G = H 时 ，f 称 为 G 的 自 同 态 ， 

如 果 对 所 有 aEG，,， REH (G 的 子 群 )， 都 
有 aha™! CH, WRKAAGHIEMT RHR. FRA 
G 中 是 正规 有 的 当 且 仅 当 任 一 左 陪 集 aH 和 右 陪 集 
Ha 相等 。 这 样 ， 对 正规 子 群 ， 陪 集 之 间 可 以 定义 

(aH) (bH) = (ab) H 

在 这 种 运算 下 ， 所 有 五 的 陪 集 作成 一 个 群 ， 记 为 
G/H， 称 为 G 关 于 H 的 商 群 .|G/H| =(G:H), 
ve LIAS f: G 一 >G/H, f(a) =aH(aEG), f 
Pry G PREE H MINEN. 

2, 置换 群 。 设 是 一 个 正 整 数 ， 如 果 a,， 
… an 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 , WRK 
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1 2… Hn 
lan) 

为 一 个 于 元 置换 。 置 换 c 可 以 理解 为 把 i 变换 成 
as， 因 此 是 {1,2,…,n} 到 自身 的 一 个 一 一 映射 。 
两 个 置换 的 复合 也 是 一 个 置换 。 所 有 元 置换 在 
复合 运算 下 作成 一 个 群 ， 称 为 n 元 置换 群 。 常 用 
SER. SHIRT EN]. 

Ua a AN EPA BR, Dia 
到 a,，a, 变 到 qs，…，ai=; 变 到 as，as 变 到 a,， 保 
持 其 余数 字 不 变 ， 这 样 的 置换 (a,…ai) 称 为 一 个 
长 度 为 k 的 圈 。 当 k = 2 时 ， 称 为 一 个 对 换 ， 此 时 
(aa) 表 示 a，0 互 变 ， 其 余数 字 不 动 。 

任何 一 个 喷 换 都 可 分 解 成 若干 个 对 换 的 乘积 
(此 处 乘积 为 置换 群 的 复合 运算 ) 。 若 一 个 置换 
可 以 表 成 偶数 个 对 换 的 积 ， 则 称 沪 置换 为 偶 置 
换 , 否 则 称 为 奇 置换 。 当 为 奇数 时 ,长 万 为 k 的 
图 是 偶 置 换 ， 当 上 为 偶 时 ， 长 度 为 k 的 图 是 奇 置 
M. . . 
所 有 于 阶 偶 置 换 作 成 S, 的 一 个 子 群 ， 称 为 交 
错 群 ， 用 4, 表 示 。[S.:4,]=2。 

3, AW. RAR LAW RSH, 加 法 + 
ARE lo” NR RB 

(i ) RR 关于 加 法 运算 “++” 作成 一 MR IR 
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(ii) RKTRIKEAA WW. BIX a,b,c ER 有 
(a> b)»c = a+ (bec) 
(iii ) R 满足 分 配 律 ， 对 任何 a,b,cER 有 
a.s (b+c) =asb+ acc 
(b+0)-a=bra+c-a 
则 称 R 是 一 个 环 , 环 中 运算 Lr, E” RE 
FE IA FRE. RAT A+. 有 一 单位 
元 ， 通 常 以 0 Ba DE). WRRKEF RE 
“。”” 有 单位 元 , 则 称 R 是 有 单位 元 的 环 . 如 果 尺 
关于 乘法 是 交换 的 ， 就 称 刃 为 交换 环 。 如 果 尺 是 
有 单位 元 的 交换 环 ， 且 满足 aeb = 0 可 推出 a= 0 或 
b=0， 议 称 RR 是 一 个 整 环 .如 果 环 R 的 全 体 非 零 
WERNE. HERR NER. 一 个 交换 的 除 环 
称 为 一 个 域 。 
Am, RIAA RAR Z/ (m) 是 一 个 环 。 当 
P 为 素数 时 , .Z/(p) 是 一 个 域 。 
WERFF R EJI S 的 一 个 映射 gp 满足 ， 对 任何 
asb ERIA | 
g(a+b) = (a) +p) — 
gy (ab) = p (a) +p (b) 
则 称 o ERISTAS., Ae 是 既 满 又 单 的 
同 态 , 就 称 9 为 一 个 同 构 . 类 似 地 有 两 个 域 同 构 的 
MS. FE E | 
4。 域 扩张 ,- 设 是 一 个 域 ，F 是 kK 的 一 个 
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FR, WREK RBA, FEIERTE, mM 
PR FE KW IK, KEPT oh. MO EOCEK, 
6 满足 F 上 的 一 个 多 项 式 方程 ; 
G0” +a,„_,0” "tee ta 
= (a; EF,a,Z0), | 
则 称 6 是 FF 上 的 代数 元 。 如 果 天 的 每 一 个 元 都 是 
天上 的 代数 元 ， 就 称 玉 是 五 的 代数 扩 域 。 
如 果 6EK，6 是 F 上 的 代数 元 ， 则 存在 唯一 
的 一 个 首 1 不 可 约 多 项 式 g(x) EF, WE gO) 
= 0.g8(x) 称 为 8 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 ,deg (g(x)) 
称 为 86 在 F 上 的 次 数 。 可 以 证 明 ，[CF (9):F] 
= deg (g(x)) , X EF (0) EG FAO 的 最 小 扩 域 。 
F 上 所 有 代数 元 作成 一 个 域 ， 称 为 下 的 代数 
Aa, RRMA, 记 为 FF。 显 然 ，F 是 F 的 扩 
域 。 


3。 有 限 域 


1。 出 有限 个 元 素 组 成 的 域 叫 做 有 限 域 。 可 
以 证 明 ， 任 一 有 限 域 的 元 素 个 数 4 是 一 个 素数 了 
的 方 寡 p*，, 记 g = p+。 反 之 ,对 任 给 的 素数 了 ,和正 
整数 k ， 存 在 元 素 个 数 为 p: 的 有 限 域 。 任 何 两 个 
4 阶 有 限 域 是 同 构 的 。 在 间 构 意义 下 唯一 的 有 限 
域 均 用 FE, 表示 。 在 有 限 域 中 ， 特 征 是 指 最 小 的 正 
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整数 + 使 得 对 任何 a EF, 均 有 
rea=atat-+a (itr) =0 
Alt, F WEEP, EFFÄBER 
(x+y)? =x? +y? 
2。 如 果 aEF，， 则 有 a =a。 于 是 多 项 式 
(x? — x) 可 以 分 解 成 线性 因子 之 积 


x -x= [I (x-a) 
aEFqą 


3, XE—ARIRF,, F WRB * CHF, 
的 全 体 非 零 元 组 成 )》 是 一 个 (q~-1) 险 循 环 群 
F,* 的 一 个 生成 元 称 为 ,的 本 原 元 ，。 

4, 设 KK 是 含 F, 的 一 个 ARR, UKE A 
aT aR, 其 中 m=CK:F,] Ak, BAK 
a Fm, 

5, 如果 4= p”"， 则 F ,的 每 一 个 子 域 的 阶 为 
p", Kfmln RZ, wRmEn 的 一 个 正 因 
子 ， 则 存在 F, 的 唯一 一 个 有 p" 个 元 的 子 域 ， 

6， 对 每 一 有 限 域 F,。 和 于 整数 n， 存 在 一 
个 F,[X) 的 nn 次 不 可 约 多 项 式 。 m RIEF COE 
F ,上 的 一 个 m 次 不 可 约 多 项 式 ， 则 f(x) 整除 
xt" 一 Xx 当 且 仅 当 mn。F,[x) 中 的 次 首 1 不 可 
约 多 项 式 的 个 数 

N,(n) = 1-7 (2 Ja 


din 
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= dg" 
d jn 


3X iu (d) 是 麦 比 乌 斯 函数 ， 定 义 如 下 。 
1, Wn = 1, . 
Ad) = | (-1*, MRN Ek 个 不 同 素 
数 的 积 


0, 如果 于 被 一 个 素数 的 
平方 整除 。 

WES EFRO 的 一 个 m 次 不 可 约 多 项 式 ， 
则 了 在 F。» 中 有 一 根 & , 且 了 的 全 部 根 都 是 单 根 ， 
Haa’ ,a, a "T 给 出 。 于 是 了 在 F, 上 的 分 . 
裂 域 由 F," 给 出 ，F, 上 两 个 m 次 不 可 约 多 项 式 的 
分 裂 域 是 同 构 的 ， 此 外 不 可 约 多 项 式 了 在 F, 上 的 

分 裂 域 是 指 含 F, 及 了 的 所 有 根 的 最 小 扩 域 。 
7。 设 F," 是 F .的 一 个 扩 域 ，wEF,n ， 则 元 
素 a,a',…,a*” ， 称 为 a 关于 F, 的 共 轿 。 所 有 
a 的 共 思 在 Fs。" 中 有 相同 的 阶 。 如 果 a 是 Fx 的 一 
个 本 原 元 , 则 a,&'，…,a” 均 是 F,* 的 一 个 本 原 
元 .定义 cj @) =at, MA o JRF RFF, 的 一 
SARH. FATE Ak Ro, 
cn-; 组 成 ， 这 些 自 同 构 在 合成 运算 下 作成 一 个 
m 阶 循环 群 ， 其 中 o = ”是 一个 生成 元 因此 对 
QEF,n 有 QERB, 当 和 且 仪 当 o (0) = | 
8。 设 1 (x) ER P 的 一 个 次 不 可 约 多 天 

式 ， 则 重 模 剩 余 类 环 | 
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Z0xJ/ C(x) ) (mod p) 
ERE r Br A PB. 


4, SUR 


1, 设 下 是 一 域 ， 形 如 Dax’ (a EF) 的 表 

达 式 称 为 F 上 的 多 项 式 ， 所 有 这 种 多 项 式 作成 一 

TH, WAL). 类似 于 本 附录 第 1 部 分 中 整数 

的 情形 ， 可 和 定义 多 项 式 的 整除 性 , 素 多 项 式 ( 即 不 

可 约 多 项 式 ), 最 大 公 因 子 ， 最 小 公 倍 式 等 概念 。 

2。 设 g 二 0 是 FCxj 中 的 一 多 项 式 ， 则 对 任何 
fEF[Lx]， 存 在 FLx] 中 的 多 项 式 q, 和 r, 使 得 

f=q.gt+r,, deg(r,)<deg(g,) 

同样 有 

g=qır,+r,, deg(r,)<deg(r,) 

r,=gar,+r3, deg(r3) <deg(r,) 


rs 2=Q.rsi,+r, „deg(r,)<deg(r,=,) 
rs-ı =Gs41P5 
KPa oair REF MSR, 
r We f Me 的 最 大 公 因 式 。 
上 述 算法 称 为 欧 几 里 得 算法 ， 
3.。F[x] 中 次 数 大 于 零 的 任何 多 项 式 可 以 唯 
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— (RESP) 地 写成 下 述 形式 
f=aPb, pet 

其 中 a€EF，p,;… ;Pi 是 FLXJ 中 的 首 1 不 可 约 多 项 
hs Conoce FEILER, | 

4, 设 1E F[x]， 则 剩余 类 环 FLx2/ N 是 一 
个 域 当 且 仅 当 了 在 F 上 是 不 可 约 的 ， 

5。 如 果 f (x) =a, taxterta,x", ECR 
Bef’? (x) =a, +2ax+ +hnasx"*! C FCX). Wb CF 
ZIEFLIN- TER MEN YES TR. 
如 果 (x 一 BD) Ff God, a - DR), WR OE 
f 的 k 重 根 。 任 何 一 个 n(n 二 0) 次 多 项 式 在 F 中 
至 多 有 7 个 根 〈( 重 根 按 重 数 计算 ) 。 

6。 对 n 之 0， 设 qo,a.…*,as 是 (n+1) TAA 
的 元 素 CY FR). bs bb E Æ F H 
(+1) 个 元 素 ( 可 以 相同 ) WEF CI RA > 
nn 次 多 项 式 f Efa) =biG= 0 1 … 1) ， 这 
个 多 项 式 为 


f(x) = dup, 11 (a; —a,)*!} (x ~ a,) 
ı=0 i ze 
keg 
1 (x) 称 为 拉 格 县 日 插值 公式 。 
7. Br n 个 变 元 ， 记 
O= X T%ı+ 7% 
0, = XX; 十 XiX3 tet XK +X X +" 


十 Ku 1Xn 


On = XX Xe 
一 般 地 有 


Op = Or (Xss Xn) = 2 
Ls tice cd, <a 


Ka, k=l, 1) 
0 称 为 变 元 XxX,，…,X: 的 第 i 个 初等 对 称 多 项 式 。 
又 记 
= KK) =X, toe Xa ke 1) 
则 有 华 林 公式 
S, = Ke 1) der bat ispu 


G, tite +i, - Dik 
ili] in! 
O font ao, is 
Epk>1, MRM Aw Bi +2i t'e +n, 
= ky n TIEM Ci, +++ in) 进行 的 。 
Si 和 ci 之 间 的 另 一 个 关系 是 牛顿 公式 ; 
| Si 一 SO 二 SI 0: t't 


(1) 7 Spit Ona + (-D "MSi -mnOn 
n 


= 0 
Hpk >l, m=min(k,n), 
8。 设 z 是 域 F 的 荣 个 扩 域 中 的 一 个 n 次 本 
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RMA , WRA n KAM FE’ CA sn, (3， 
n) = 1)， 定 义 nn 次 分 圆 多 项 式 为 


o, (x) = 11 &-8°) 


J] su 


则 有 
x" -1= da, (x) 


当 F 是 有 理 数 域 G 时 ，Q2,(x) 是 @ 上 的 g(n) KE 
系数 不 可 约 多 项 式 ， 此 处 g (pn) 是 欧 拉 函数 。 

9, BIER. RW WME f EP, KM 
是 不 可 约 的 ,就 称 f 是 F, 上 的 绝对 不 可 约 多 项 式 ， 
此 处 FAK, BCR E. 


BSX, Y) = gyi +g, (X)y E! tor g(x) E 
F,(x,y), Khet ERA. > 


4 (f) = max 1 deg (g,) 
ixj<d I 


WRIN =F, HG,m) =1， 则 可 以 证 明 f(x,y) 


是 F, 上 的 绝对 不 可 约 多 项 式 。 
10。 应 用 有 限 域 上 的 类 似 黎 曼 假 设 ， 可 以 证 
明 下 述 的 兰 一 一 魏 依 定理 ， 
假设 1(x,y) CF CX, WERKAKF dh AN 
不 可 约 多 项 式 ， 则 存在 一 个 常数 c(d) ， 使 得 
ING) -glS(d-D(d-2) vg +c(d) 
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Elda N (f) $2 RT . 
f(x,y) =0 


在 F ,中 的 解数 。 
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